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Einleitung

> 1 dimensionales Koordinatensystem
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Temperaturverteilung in Deutschland
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B Skalare und vektorielle Messgrofen

Temperaturverteilung

Windverteilung
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Um die Windverteilung zu beschreiben, mussen wir sowohl die Windstarke als
auch die Windrichtung berucksichtigen.



Vektorrechnung
B Vektoralgebra

Durch geeignete Definitionen lassen sich die Rechenregeln mit reellen Zahlen auf
Vektoren ubertragen.

> 2 Vektoren sind gleich, wenn sie die gleiche Lange und die gleiche Richtung haben.

» Die Summe zweier Vektoren ist wieder ein Vektor.

Java Beispiel: http://www.walter-fendt.de/ph14d/reskraft.ntm

> Das Produkt eines Vektors mit einem Skalar ist wieder ein Vektor mit gednderter
Lange, der parallel oder antiparallel zum ursprunglichen Vektor liegt.

7 o 2 2
C_L)’l’/ m - a C—L*/ﬂma, a"/lzm.a
o m > 1 ///m<]. u/m:—l

> Es gibtzu @ einen inversen Vektor —@ , sodas a—a=0 _ /"
den Null Vektor ergibt. a//
;-


http://www.walter-fendt.de/ph14d/reskraft.htm

Vektorrechnung

B Gesetze der Vektoralgebra

G+b=b+a Kommutativgesetz der Addition
a-+ (Z;—|— c) = (a+ I;) + ¢  Assoziativgesetz der Addition
m-a=a-m Kommutativgesetz der Multiplikation
m-(n-a)=(mn-m)-a Assoziativgesetz der Multiplikation
(m+mn)-d=mn-d+m-a Distributivgesetz
m-(@+b)=m-d@+m-b Distributivgesetz



Vektoren im kartesischen

Koordinatensystem
E Einheitsvektoren

Einheitsvektoren €, €, €, sind dimensionslose Vektoren der Lénge 1, die in
eine definierte Richtung zeigen, z.B. die Richtung der Achsen x,y,z in einem
kartesischen Koordinatensystem.

Jeder Vektor A 4Rt sich als Linearkombination der

Einheitsvektoren in einem Koordinatensystem

darstellen. http://www.walter-fendt.de/m14d/vektor3d.ntm [/ A

A=A, -ex+A,-e,+ A, €, = A,
Zeilenvektor " gpaitenvektor \ Az

http://www.walter-fendt.de/ph14d/zerlkraft.ntm

B Vektoraddition

A+B=(A & +A, & +4,-8)+ (B, & +B,&+B,&)Z]|
A, B, A, + B,

=A, | +|By| = | 4y + By e



http://www.walter-fendt.de/ph14d/zerlkraft.htm
http://www.walter-fendt.de/m14d/vektor3d.htm

Vektoren im kartesischen

Koordinatensystem
B Vektorsubtraktion .
A-B=(A,-é,—A, & —A, &)—(By-&—B,-é,—B. &) _ b
= (Ay — By) & — (Ay— B,) - €, — (A, — B.) - &,
Ay B, Ay — B,
— Ay - By — Ay - By
Az Bz Az T Bz ”

B Ldnge eines Vektors

Der Vektor zu einem Punkt P(x,y) in einem 2 dimensionalen Koordinatensystem
wird als Ortsvektor 7 bezeichnet. A

7l = vt +y?
— — — X
r:a;-eery-ey:(x,y):() P(x,y)
y Y+ ’I? 10
Der Betrag eines Vektors || entspricht seiner éy T/
Lange. —> = >
Ubungsaufgaben Vektoren I: €,

http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/Aufgaben/Aufgaben20151009 _|.pdf


http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/Aufgaben/Aufgaben20151009_I.pdf

Skalarprodukt

B Definition ,
=2 R Das Ergebnis des Skalarproduktes
b= |a\ |b‘ €08 0 ist kein Vektor!
Es gilt http://mathinsight.org/dot_product
i-b=>b-4 Kommutativgesetz
i-(b+d)=a-b+a-c Assoziativgesetz
m-(@ b)=(m-a@)-b=a-(m-b)=(a-b)
B Orthogonalitdt A

— — - = — — _é
Wenn A - B = 0 und A, B nicht Nullvektoren sind, dannist A | B

>v

Im kartesischen Koordinatensystem bilden die Einheitsvektoren
eine Orthonormalbasis Oy _{O wenn 1 % ]
€i-€j = 0ij =11
wenn i = J

B Projektion
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Komponente von A parallel zu € ist AH —
A.-B . e A
Projektion von A auf B ist Ap = B = |A| - cos



http://mathinsight.org/dot_product

Skalarprodukt

B Komponentendarstellung
A-B=(Ay-@+Ay-€+A,-&) (By & +B, &+B,¢é)
— (A:cB:c) + (AyBy) + (AZBZ)

B Ldnge und Einheitsvektoren

Die Lange eines Vektors laf’t sich mit dem Skalarprodukt bestimmen
A= VA A=,[A2+ 42+ A2

Einen Vektor der Lange 1 in Richtung von A

A A A

Al VAL [aztoazsoaz

Ubungsaufgaben Vektoren IT:

—

€A —

http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/Aufgaben/Aufgaben20151009 _Il.pdf


http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/Aufgaben/Aufgaben20151009_II.pdf

Kreuzprodukt / Vektorprodukt

B Definition

h — \ \ \ I;\ (5) b i%\
axb=¢e|al- SN b

a axb

I

—

a

Rechte Hand Regel

Der Betrag von@ X b entspricht der Flache des von @ und b aufgespannten
Parallelogramms. Die Richtung des Vektors wird durch die Rechte-Hand-Regel

festgelegt. See http://mathinsight.org/cross_product
B Eugenschaf’ren

ixb=—(bxa) Kommutativgesetz gilt nicht!
a X (5+ C) =a X b+axc Distributivgesetz

ax0=0xa=0 und axb=0, wenna=A-b
X

(A@) x b= (@ x b) = @ x (\b) Assoziativgesetz
[@xbP=[a@>-|b —(a- b
€r X €y = € und weitere entsprechend zyklischer

iy © Vertauschung
ax (bx¢é =bld-é —ca@-b) GraRmann ldentitat


http://mathinsight.org/cross_product

Matrizen und Determinante

B Matrix

Rechteckige Anordnung von Elementen :

2 X2 —Matrix: M = [

1 2
3 4

Wichtiges Konzept der linearen Algebra; ein lineares

Gleichungssytem laft sich als Produkt einer Matrix
mit einem Vektor darstellen.

E Determinante
Funktion, die einer quadratischen Matrix einen Skalar zuordnet.

2 x 2 — Matrix: det M = det [

E Laplacesche Entwicklung

det

mii
ma1
msi

mi2
m22
ms32

mis
ma3

mss |

=Aai1 det {

ma2
msa

mii
mai

m23
m33

Verallgemeinerung auf n x n — Matrix A:

detA = Z(—l)i—i_j " Qg5 ¢ d@tAz‘j
1=1

mi2
ma22

] — a1 det

Aij .

Matrix mx N

a; nspalten NI

m —
Zeilen

} = MM11 - M22 — M12 - 121

ma1
msi

M1 M23
Mgy M33

+ a3 - det

(n-1) x (n-1) — Matrix

DY)
msa

|



Kreuzprodukt / Vektorprodukt

B Komponentendarstellung in kartesischen Koordinaten

A, B, A B, — A,B, Beispiel:
AxB=|Ay| x|By|=|A.B. - 4B, | , [ N [B —4
Az Bz A:UBy — AyBx A= Ay =|2|B= By = 3
A, 3 B, —1
2-(-1)-3-3 —11
AxB=|3-(-4)-1-(-1) | = [ -11
Verallgemeinerung auf n-dimensionalen Raum 1-3-2-(—4) 11
erfolgt Uber Determinanten
4\ (B 2
AxB=|A | x|By|=det | 4, A, A, |= ¢, det gy gzb}det g‘r “ e det 5 gy
Az Bz Bm By Bz Y z 1 T 2 T y
A,B. - A,B,

Mathematica Notebook Vektoralgebra
http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/VektorRechnung.nb



http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/VektorRechnung.nb

Beispiel Vektorprodukt

B Drehmoment

Eine Kraft F die im Abstand 7~ an einen Korper angreift verursacht ein

Drehmoment M
Beispiel:
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Spatprodukt

B Komponentendarstellung in kartesischen Koordinaten

AN (BN (C 4, A, A
V=(AxB)-C= A, | x| By -1 Cy | =det | B, B, B,
A, B, C, C, C, C,

V ist das orientierte Volumen des durch die Vektoren aufgebauten Parallelepipeds.
Bilden die Vektoren ein Rechtssystem ist das Vorzeichen positiv.

- nicht kommutativ
- zyklische Vertauschung andert das Resultat nicht.

Ubungsaufgaben Vektoren IIT:
http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/Aufgaben/Aufgaben20151009 IlI.pdf


http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/Aufgaben/Aufgaben20151009_III.pdf

Vektoranalysis

B Skalar- und Vektorfunktionen
Skalarfeld T:R° — R Temperaturverteilung, Massenverteilung,...

Vektorfeld F:R°>— R’ Geschwindigkeitsverteilung, Stromungsverteilung,..

Jedem Raumpunkt P(x,y,z) wird ein Vektor F zugeordnet. Analog zur Differential- und
Integralrechnug mit  f:;R — R bendtigen wir dieses Konzept auch fur Vektorfelder

beziehungsweise fur Vektorfunktionen. ==p | Vektoranalysis

B Ableitung einfacher Vektorfunktionen
7(t) beschreibt den Ortsvektor entlang der Bewegungskurve eines Massenpunktes

in einem kartesischen Koordinatensystem. (t)
dr _ AT Tt A7) F(t) = a(t) - € +y(t) € +2(t) - € = | y(t)
dt  ASOAL At =0 2(t)

Bedeutung der Abeitung: PO
:13 dr . . N >
delt) d—: ist ein Vektor in Richtung der ¥ |7(t + At} A~
u(t) = d%—&) Tangente an die Raumkurve im
dzft) Punkt P(x,y,z) und beschreibt die 7t) ®-.
dt Anderung des Weges mit der Zeit. ‘
=P Geschwindigkeit X
Mathematica Notebook mit Beispielen: Raumkurven y4

http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/VektorRechnungParametricBfots.nb


http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/VektorRechnungParametricPlots.nb

Vektoranalysis

E Differentiationsregeln

2 (50)+ By = 20 BG4 ). Gy = a2 4 5y 40
@ ey« B0 = A « 20+ A gy Loy B — ot - B0 1 20 g
CA(t) - Blt) x C(t) = Ale)- Be) » d(fliw A di” < O(t) + % B(t) x O(t)
S(e) x Ble) x Ctt) = Alt) < B(o) x d(;ﬁt) + A(t) x (digt) < C(1) dgf) < (B(t) x G(t)

B Partielle Ableitungen von Vektoren
Sei A: R = N, (z,y,2) — /T(a:, y, z) ein Vektorfeld, so kénnen wir die

partiellen Ableitungen definieren: OA . ff(a: + Az, y,z) — ff(x, Y, 2)
— =lim
Or  Az—o Azx

Anschauliche Bedeutung: % ist die Anderung des Vektors Ain Richtung der

X Achse. 7 - L , S .
A A Ay,z) — A _
Genauso: A — i Ayt AY,2) — Alw,y,z) 04 . Alw,y, 2+ Az2) = Ay, 2)

Oy Ay—0 Az 0z Az=0 Az




Vektoranalysis

E Partielle Ableitungen von Vektoren - ein Beispiel
Zwei Darstellungen eines Vektorfeldes:

cos(zy)

A= |3zy—222| =¢- (cos(xy)) + € - (3zy — 222) + € - (3 + 2y)

3xr + 2y
Bilde die partiellen Ableitungen a—A,a—Aunda—A

. ox oy Oz
Rezept: Fir 5~ bilden wir bei jeder Komponente des Vektorfeldes die
Ableitung nach x und betrachten alle anderen Variablen als konstant.
OA —y - sin(ry)
— = 3y —4x =€y - (—y - sin(xy)) + €, - By —4zx) + €. - (3)
Ox 3
ey —x - sin(zy)
— = 3x =€y - (—x - sin(zy)) + €, - (3z) + €2 - (2)
oy 9
Y 0
0A . S L
=0 =a ©+eq 0+
0 Ubungsaufgaben Vektoren IV:

http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/Aufgaben/Aufgaben20151009 |V.pdf


http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/Aufgaben/Aufgaben20151009_IV.pdf

Gradient eines Skalarfeldes

B Darstellung von Skalar- und Vektorfeldern

Mathematica Notebook: Vektor Funktionen

http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/VektorRechnungVektorFunktionPlot.nb

Mathematica Notebook: Skalare Funktionen
http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/VektorRechnungSkalareFunktionPlot.nb

B Definition - Gradient

Sei ¢(x,y,z) in jedem Punkt (x,y,z) eines Gebietes definiert (differenzierbares
Skalarfeld), dann ist der Gradientvon ¢ , grad¢ , V¢ definiert durch

0
i 9 9 9

V¢($,y,z) — @ ¢($,y, Z) — 6; ' <%¢<Ji,y,2)> + e_’!; ) <8_y¢<x’y’ Z)>€_; ’ ($¢(33,y,z))
0z

T V := Nabla Operator

V¢ ist ein Vektorfeld !



http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/VektorRechnungSkalareFunktionPlot.nb
http://www.physi.uni-heidelberg.de/~marks/mathevorkurs/VektorRechnungVektorFunktionPlot.nb

Gradient eines Skalarfeldes
B Eigenschaften - Gradient

> Die Komponente von grad ¢ in Richtung eines Einheitsvektors a
und heit Richtungsableitung von ¢ in Richtung von a

Diese GroRe ist ein Mal fir die Anderung von ¢ in Richtung von a.

> V¢ ist ein Vektor der senkrecht auf der Flache ¢(x,y,z)=c steht, wobei
c eine Konstante ist.

Warum ist ¢(x,y,z)=c eine Flache?
Beispiel: ¢(x,y) =x*+)*> ¢(x,y)=c => Kreisringe um den Ursprung

Sei r=x-é,+y-e, + z-e,der Ortsvektor zu einem Punkt P(x,y,z) auf der
Flache. Dann liegt dr = dx - €, + dy - €, + dz - €, in der Tangentialebene in P.

Die Grole d¢ ist das total Differential und wie folgt definiert:

dp = _a¢ e+ P g+ 4 d6=0 , weil p(x,y,z)=c
oy 0z
0 Ve Vo -dir=0
9 du - Q- ar =
o, 9., 0 9 dr
dp=0=—dot —dy+ s = 2 ey |
. Y ¢ é dz Der Gradient steht senkrecht

auf der Flache.

Ubungsaufgaben Vektoren V:
http://www.physi.uniheidelberg.de/~marks/mathevorkurs/Aufgaben/Aufgaben20151009 V. pdf


http://www.physi.uniheidelberg.de/~marks/mathevorkurs/Aufgaben/Aufgaben20151009_V.pdf
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