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Einfiihrung

Vorwort

"Zu jedem Messwert gehort eine Messunsicherheit” - eine elementa-
re Regel, die spatestens nach dem ersten Semester verinnerlicht sein
diirfte. Diese Pramisse erscheint intuitiv und fundiert.

In der Praxis aber féllt dieses Prinzip oft zuerst den unterschied-
lichsten Begriindungen zum Opfer, welche nicht selten auf unvoll-
standiger Kenntnis des Experimentes beruhen, meist jedoch mit
einem qualitativen Erfolg gerechtfertigt werden.

Hubble' begriindete die These tiber die Expansion des Univer- ,:m'j,‘j;‘g‘;f,f'c]’"';ﬁtfﬁeﬁjgjﬁﬁf’(’f‘;‘;‘;f’liifjc"f;’;{’{_’ Radidl Velocity,
sums auf der Beobachtung von umliegenden Galaxien im Nah- o8
bereich, welcher in astronomischen Maf$stiben zu klein, bezie-
hungsweise durch andere Relativbewegungen {iberlagert war. Die
Behauptung stellte sich im Nachhinein zu seinen Gunsten als rich-
tig heraus. Falsch dagegen waren zahllose Entdeckungen wie z.B.
die des Polywassers?, der Polymerstruktur des Wassers. Es wire ;F:;;;;f,;:f,.;“g;,ggf;;gqug’; Kol Zham e o

verfehlt, historische Negativbeispiele einer eher qualitativen Ar-
beitsweise zuzuschreiben, welche heute undenkbar erschiene. Die
statistisch korrekte und nachvollziehbare Arbeitsweise fundiert
heute wie damals das Gebdude der Wissenschaften. Da aber die
Abkehr von diesem Grundgedanken immer wieder in verschie-
dener Facon in Erscheinung tritt, sollte ein dezenter Hinweis auf

3 Vaux, D.L.: Research methods: Know when your numbers are
significant, (2012) Nature 492, S. 180-181

deren Wichtigkeit ab und an erfolgen3 - ganz im Sinne des Experi-
mentators.

Danksaging

Das vorliegende Skript basiert auf der Vorlesung ’Statistische Metho-
den im Fortgeschrittenen-Praktikum’, gehalten von Volker BUSCHER
an der Albert-Ludwigs-Universitat Freiburg.



KAPITEL 1. EINFUHRUNG 1.3. LITERATUR
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BRANDT, S.: Datenanalyse, Spektrum Akademischer Verlag
BarrLow, R.J.: Statistics: A Guide to the Use of Statistical Methods in the Physical Sciences, Wiley-VCH



Grundlagen

Wahrscheinlichkeitsdichte

Die Wahrscheinlichkeit P einen Wert im Intervall [x, x + dx]| zu
finden ist gegeben durch die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
f(x) Cpdf’ von engl. probability density function):

P(x' € [x,x+dx]) = f(x) - dx.

Die pdf folgt dabei der Normierungsbedingung
/ flx)dx =1
Q

auf dem Ereignisraum Q.
Die Wahrscheinlichkeit einen Wert x’ unterhalb b € Q)[—o0, 00| zu
finden betragt:

b

P( <b) = [ flx)dx =F(b),

—o0

respektive den Wert x’ innerhalb eines Intervalls [a, b] zu finden
betrégt:

b
Pla<x <b) = /f(x) dx = F(b) — F(a).

Mit der so gebildeten Stammfunktion erhélt man die kumulative
Verteilung F(x) der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion f(x):

F(x) := /xf(x’)dx'.

0.8

0.6

0.4

02

lim F(x) =1
X—00
lim F(x) =0

x——00




KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 2.2. ERWARTUNGSWERT

Erwartungswert

Der Erwartungswert E(x) einer Zufallsvariable x mit Wahrschein-
lichkeitsdichte f(x) wird gebildet durch:

Der Erwartungswert E(h(x)) einer beliebigen Funktion (x) wird
gebildet durch:

Zentrale Momente und Varianz
Erwartungswerte der Funktionen
h(x) = (x —c)

werden als 1-te Momente der Variablen x und Punkt ¢ bezeichnet.

Den Spezialfall stellen die /-ten Momente «; um den Erwar-
tungswert y dar. Diese sind:

& = / (x - ]/‘)Of(x) dx =1, Normierung
X1 = / (x - ,u)l f(x) dx = / xf(x) dx — u=0, (Erwartungswert)
*2 = / (x N ‘u)zf(x) dx Varianz
—® Sie enthilt Information iiber die

. . . . Streuung der Variablen x um den
Die Varianz ergibt sich nach Mittelwert p

ay=E ((x — ;4)2) = Var(x) = o?(x).

Die Quadratwurzel aus der Varianz /Var(x) wird als Standard-
abweichung o (x) bezeichnet. Mittelwert und Standardabweichung
sind allgemein die wichtigsten Groflen zur statistischen Beschrei-
bung einer Messreihe. Die Messunsicherheit in einem Experiment,
der Messfehler, wird meist mit der Standardabweichung identifi-
ziert.

Die Varianz kann folgendermafien tiber die Erwartungswerte
ausgedriickt werden:

2(x) = E((x =) = E() = (E(x))*



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 2.3. ZENTRALE MOMENTE UND VARIANZ

Hohere Momente

Die Momente «; mit | > 2 werden als hohere Momente bezeich-
net. Hohere Potenzen gewichten mehr und mehr die Randwerte der

Verteilung.
a3 =E ((x — “I/l)?)) . Schiefe
Sie gibt ein Maf3 fiir die Asymmetrie
Die Grofie der Verteilung von x an
S .= o3 /o 3

wird Schiefe genannt. Sie ist das erste von Null verschiedene un-

gerade zentrale Moment. Sie gewichtet Werte rechts und links des
Erwartungswertes mit unterschiedlichem Vorzeichen. Ergibt S ge-
nau Null handelt es sich um eine symmetrische Verteilung. Fiir

S < 0 bezeichnet man eine Verteilung als linksschief, das bedeutet
sie fdllt nach links langsamer ab als nach rechts. Bei S > 0 spricht
man von rechtsschief.

S>0 S=0 S<0
H " H

ag =E ((x - ;4)4) Kurtosis
Durch die Gewichtung von 4 im Ex-
Die Kurtosis K wird definiert tiber ponenten beschreibt sie die Verteilung
von x an den Randwerten.
K= 0(4/0'4 _3. von gr. kupTwoig = wolben

Das vierte zentrale Moment einer Gauf3-Verteilung betrigt genau 3.
Durch die Subtraktion von 3 wird die Kurtosis darauf normiert,
inwiefern eine Verteilung schmaler (K < 0), das heifst starker
zentriert um den Mittelwert liegt, oder breiter (K > 0) als eine
Gauf3-Verteilung ist.



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 2.4. FUNKTIONEN VON ZWEI ZUFALLSVARIABLEN

Funktionen von zwei Zufallsvariablen

Fiir eine zweidimensionale Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion
f(x,y) der Zufallsvariablen x, y gilt:

P(x' € [x,x+dx],y" € [y,y+dy]) = f(x,y) - dxdy

mit der Normierungsbedingung:

//f(x,y)dxdy: 1.
0

Die eindimensionalen Projektionen sind die Randwertverteilun-
gen:

o)

fu) = [ Flxy)

—00

o)

i) = [ flxy)ay,

—00

mit den Erwartungswerten i, und py,.
Der Erwartungswert einer zweidimensionalen Funktion h(x,y)
wird analog zum eindimensionalen Fall gebildet:

E(h(x,y)) = h(x,y)f(x,y)dxdy.

é\g
é\g

Die Varianzen bezogen auf eine Variable ergeben sich nach:
o
—00 —

o (y) = / / (v —py)* f(x,y) dxdy.

—00 —O0

x - ,ux (xry) dxdy,

8\8

Betrachtet man beide Variablen gleichzeitig, spricht man von der
Kovarianz:

Kovarianz

cov(x, y) // x = px) (y — y) f(x,y) dxdy.

Die Kovarianz ist ein Maf3 fiir die gemeinsame Variabilitdt von
zwei Zufallsvariablen. Wenn die grofSeren Werte der einen Varia-
blen hauptsachlich mit den grofieren Werten der anderen Variablen
korrespondieren und das Gleiche fiir die kleineren Werte gilt (d. h.
die Variablen zeigen tendenziell ein dhnliches Verhalten), ist die Ko-
varianz positiv. Im umgekehrten Fall, wenn grofiere Werte der einen
Variablen hauptsichlich kleineren Werten der anderen entsprechen,
ist die Kovarianz negativ. Die Stdrke der Korrelation wird mit dem
dimensionslosen Korrelationskoeffizienten p quantifiziert, der auf Korrelationskoeffizienten

10



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 2.5. WEITERE PARAMETER: MEDIAN UND QUANTILE

die relativen Breiten oy, normiert ist:

cov(x,y)

P = T aly)

p nimmt Werte von —1 (negative Korrelation) bis 1 (positive
Korrelation) an. In diesen Féllen fiihrt eine Schwankung in x zu
einer ebenso grofien in y, fiir negative p = —1 entgegengesetzt.
Die Variablen x und y werden als unabhingig voneinander
bezeichnet, wenn sich die gemeinsame Verteilung f(x,y) schreiben
lasst als unabhingige Variablen

f(x,y) = fu(x) 'fy(]/)'

Der Korrelationskoeffizient fiir unabhéngige Variablen ist p = 0,
d.h. unabhéngige Variablen sind unkorreliert. Der Umkehrschluss
gilt jedoch nicht, d.h., ein Korrelationskoeffizient p = 0 bedeutet

nicht, dass x und Yy unabh'eingig sind. Unabhingige Variablen sind unkorre-
liert. Der Umkehrschluss gilt nicht.

Weitere Parameter: Median und Quantile

¢ Bei dem wahrscheinlichsten Wert x;,, dem Modalwert oder
Modus, liegt das Maximum einer Verteilung.
Es gilt:

X = argmax f(x).
xeQ)

* Der Median gibt den Wert x( 5 an, fiir welchen die kumulative
Verteilungsfunktion F(x) den Wert 1/2 annimmt:

X0.5

F(xos5) = / F(x)dx = 05.

* Verallgemeinert gibt das Quantil den Wert x, fiir beliebige
Bruchteile g <1 an:

¢ Das Full-Width-Half-Maximum (FWHM) gibt die Breite der
Verteilung auf halber Hohe des Maximums an. So werden Aus-
reifler (bei Stichproben) im Randbereich ignoriert.
Fiir die Gaufs-Verteilung gilt:

FWHM = 2.350. e

11



KAPITEL 2. GRUNDLAGEN 2.6. BESCHREIBUNG DISKRETER DATEN

Beschreibung diskreter Daten

Die einem Experiment (Stichprobe) entnommenen Daten liegen

in Form eines Datensatzes x1, ..., x vor. Die zugrundeliegende

Wahrscheinlichkeitsdichte f(x) ist nicht immer bekannt.
Verteilung und Parameter der Verteilung miissen aus den Mess-

daten bestimmt werden.

Grundgesamtheit Datensatz

Wahrscheinlichkeitsdichte  f(x), F(x) h(x) (Haufigkeitsvert.)
Erwartungswert E(x)=pu Mittelwert ¥
Varianz 0?(x) = Var(x) Varianz 02 (x, ..., xN)
Mittelwert:
o1
X = N l; xl'

Der Mittelwert stellt eine unverzerrte (=erwartungstreue) Schiatzung
des wahren Erwartungswertes y dar.

Varianz:

1N
Var(xq, ..., xN) = Ulz\j(xi,]l) N (x; — V)Z
i=1

Im Allgemeinen ist der Erwartungswert y a priori nicht bekannt, so
dass u mit Hilfe des Mittelwertes % abgeschétzt werden muss. Die

N
GroBe 0%(x;) = 1/N ¥ (x; — %)? stellt jedoch keine erwartungs-
i=1

treue Schitzfunktion der Varianz. Es kann gezeigt werden, dass ein
erwartungstreuer Schitzer gegeben ist durch:

o1 (%) = N_o1 Z(xi — %)%
Kovarianz:

N
cov(x,y) := N_1 Z(Xz‘ —%)(yi —9)

12



Verteilungsfunktionen

Binomialverteilung

Beschreibung eines Experimentes mit zweiwertigem Ausgang A
und A:

P(f) =p

P(A)=1-p=qy.

Bei der Durchfiihrung von n unabhdngigen Versuchen betrédgt die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass Ereignis A insgesamt k-mal eintritt:

Pk pm) = (1) Pa—prt.

Die Binomialverteilung hat folgende Eigenschaften:
E(k) =mn-p,
o*(k) =n-p(1-p),

o(k) =4/n-p(1—p).

Poisson-Verteilung

Im Grenzfall einer unendlichen Zahl n von Experimenten und
verschwindender Wahrscheinlichkeit p geht fiir den Fall, dass das
Produkt n - p = A endlich bleibt, die Binomialverteilung in die
Poisson-Verteilung® iiber:

I - AR

ngroloP(k, p,n) =Pk A) = e

Ein klassisches Anwendungsbeispiel fiir die Poisson-Verteilung

ist die Anzahl radioaktiver Zerfalle in einem gegebenen Zeitraum.
Fiir die Poisson-Verteilung P(k, A) gilt: P(k, A) heiflit Wahrschein-

lichkeitsdichte der Poisson-Verteilung. Es gilt:

oo

Y P(k,A) =1,

k=0
E(k)
o?(k) =

A
A

Binomialverteilung

Varianz und Standardabweichung der
Binomialverteilung

' nach Siméon Denis Po1ssoN, Frank-
reich,
Mathematiker und Physiker

Normierung

Erwartungswert

Varianz



KAPITEL 3. VERTEILUNGSFUNKTIONEN 3.3. GAUSS-VERTEILUNG

Gaufi-Verteilung

Die Gaufi-Verteilung® oder auch Normalverteilung ist in der Phy- 2 nach Johann Carl Friedrich Gauss,
Heiliges Romisches Reich Deutscher
Nationen,

rung Abweichungen von Messwerten ausdriicken. Daher basiert Mathematiker, Astronom, Geodit

sowohl die Fehlerbeschreibung als auch die Fehlerrechnung zu und Physiker

sik von zentraler Bedeutung. Durch sie lassen sich in guter Néhe-

groflen Teilen auf der Gauf3-Verteilung.

Sie ergibt sich aus der Binomialverteilung fiir grofie Stichproben- P(x,1,0)
mengen # und aus der Poisson-Verteilung fiir grofSe Erwartungs-
werte A.

- - - Wn—)oo,p—)O,np:/\ - - ;
[Bmomlalvertellung J [Pmsson—\/ertellung} o

p—o! o

P(k,p,n) P(k,A)

[GauB—Verteilung}

Im Gegensatz zu beiden genannten Funktionen besitzt die Gauf3-
Verteilung ein kontinuierliches Spektrum und ist symmetrisch.
Mittelwert y und Standardabweichung ¢ werden als unabhéngige
Parameter behandelt. Ihre Wahrscheinlichkeitsdichte P(x, y, o) wird
wie folgt beschrieben:

Var(x) = o Gaufs-Verteilung

Ist x eine normalverteilte Messgrofie, die um den wahren Wert u
streut, so ist Wahrscheinlichkeit, x in einem Intervall +nc um p zu
finden:

w—o,u+o] [p—20,u+20] [p—23c,u+30]

68,3 % 95,4 % 99,7 %

3.3.1 Zentraler Grenzwertsatz

Sind x; unabhingig verteilte Zufallsvariablen mit Mittelwert u und

Varianz 02, so ist die Summe

1 n
X = El;xl‘

im Grenzfall n — oo normalverteilt mit Mittelwert y und Varianz
2
o-/n.

14



KAPITEL 3. VERTEILUNGSFUNKTIONEN 3.4. GLEICHVERTEILUNG

3.3.2  Gauf$-Verteilung in zwei Parametern

Seien die unabhingigen Variablen x, y normalverteilt und sei
0.B.d.A. pux = py = 0, dann ist die Wahrscheinlichkeitsdichte

P(x,y) = P(x)P(y)

separabel in beiden Variablen und es gilt:

1 1<x2+y2>

2\ 2T 2
P = %y
(x,y) Znaxaye

Die Konturen konstanter Fehlerwahrscheinlichkeit sind Ellipsen.
Die durch [0y, +03] and [—0y, +0y] eingeschlossene Ellipse ist

gegeben durch
x? P . .
— + = = 1. Ellipsengleichung
oz oy

() S

(x,y) i 0
Yl 4
das heifst
XTBX=1.
Die Matrix B ist die Inverse der Kovarianzmatrix C3. 3 fiir welche hier noch unkorrelierte
Die Wahrscheinlichkeitsdichte einer zweidimensionalen Gauf3- %,y angenommen sind
Verteilung kann dann wie folgt ausgedriickt werden?: +das gilt auch fiir nicht verschwin-

dende Kovarianzen, siehe Kapitel

P(x,y) = 1
&4 2v/detC

Gleichverteilung

Durch die Gleichverteilung kann eine Vielzahl von Messungen
beschrieben werden. So stellt sie den einfachsten Fall eines Detek-

2T -1 7 4
e XT C x

Nj—

tors dar, welcher auf dem Ereignisraum in dem Intervall [a, b] eine )
homogene Ansprechwahrscheinlichkeit besitzt: =
1
c=7= a<x<b
P(x) = bma T =7 =
0 sonst
Sie besitzt die folgenden Eigenschaften: - .
1
E(X ) = i a—+ b) , Erwartungswert
2
(72 (x) = (b _ LZ) . Varianz

12
Die Standardabweichung einer Gleichverteilung insbesondere

" _ b—a
betréagt o = i

15



KAPITEL 3. VERTEILUNGSFUNKTIONEN

Breit-Wigner-Verteilung

Durch eine Breit>-Wigner®-Verteilung oder auch Lorentz-Kurve?
konnen Resonanzen beschrieben werden. Dies ist insbesondere
dann relevant, wenn die natiirliche Linienbreite aufgelost werden
kann, wie etwa bei Spektrallinien oder Energiespektren kurzlebiger
Teilchen. Der Spezialfall fiir eine unverschobene Kurvea = 0

mit einer Halbwertsbreite von I'/2 = 1 wird auch als Cauchy-
Verteilung® bezeichnet.

P(x,a,T) = 217f(x_a)2+(F)
2

Sie besitzt die folgenden Eigenschaften:

Die Varianz und alle hoheren Momente divergieren und sind
damit undefiniert, da die Funktion nicht schnell genug abfallt.
Daher wird fiir die Breit-Wigner-Verteilung die Breite durch das
Full-Width-Half-Maximum (FWHM) angegeben:

FWHM := |1, — x/| = T fm) = f(x2) = 3/(x)

16

3.5. BREIT-WIGNER-VERTEILUNG

5nach Gregory Breir, Ukraine,
Physiker
¢ nach Eugene WI1GNER, Konigreich
Ungarn,
Physiker
7 Hendrik Antoon LORENTZ, Nieder-
lande,
Mathematiker und Physiker
8 nach Augustin-Louis CAUCHY,
Frankreich,
Mathematiker

Erwartungswert

Varianz




KAPITEL 3. VERTEILUNGSFUNKTIONEN 3.6. FALTUNG VON VERTEILUNGEN

Faltung von Verteilungen

Eine Faltung oder auch Konvolution® beschreibt die Auswirkung 9 von lat. convolvere = zusammenrollen
des Auflésungsvermogens einer Apparatur auf eine Observable.

Seien die Wahrscheinlichkeitsdichten der Observablen f(x) und die

der Messunsicherheit g(y) und ergebe sich der Messwert z = x +y,

dann beschreibt das Faltungsintegral die Wahrscheinlichkeitsdichte

h(z)

[e.9)

he) = [ figz-ndt= [ fz-ngt)dr

Ein wichtiger Fall ist die Faltung zweier Gauf3-Verteilungen
N(x; uq,01) und N(y; pa, 02). Dies ergibt wieder eine Gau3-Verteilungen

N(z; p, o) mit
p=m+py, o=/0?+03

102 1072 102

2 2
1 Vot +ai

Die Faltung einer Exponentialfunktion mit einer Gauf-Funktion er-
gibt eine Exponentialfunktion mit modifiziertem Skalenparameter.

17






Fehlerbehandlung

Vorbemerkung: Fiir Messwerte, wie sie im statistischen Sinne auf-
gefasst werden, wird hiufig angenommen, dass deren Streuung um
den wahren Wert durch eine Gaufs-Verteilung beschrieben wird.
Daher wird die Messunsicherheit s mit der Standardabweichung o
einer Gauf$-Verteilung identifiziert.

Unsicherheit des Mittelwertes

Fiir N wiederholte Messungen x1, ..., xy mit Fehlern ¢; = o wird
der arithmetische Mittelwert X definiert als
1 N

X = — Xi.
N

arithmetisches Mittel

Die Unsicherheit des arithmetischen Mittelwertes ergibt sich nach

Haben die Messwerte unterschiedlich Unsicherheiten ¢;, so wird
das gewichtete Mittel X verwendet:

s

¥ — ‘71'2 gewichtetes Mittel
XGg = Z 1
o

Die Unsicherheit des gewichteten Mittels betragt:

o (xg) = 1

S

Diese Mittelwertbildung wird héufig zur Kombination von unter-
schiedlichen unabhingigen Messungen verwendet.



KAPITEL 4. FEHLERBEHANDLUNG 4.2. FEHLERFORTPFLANZUNG

Fehlerfortpflanzung

Die Messgrofien x und y seien unabhdngig und normalverteilt um
die wahren Werte p, und iy, mit den Standardabweichungen oy
bzw. ¢,. Wir interessieren uns nun fiir die Streuung einer abhéngi-
gen GroBle z = f(x,y). Mit der Gauf8’schen Fehlerfortpflanzung
schitzt man die Varianz ¢2 durch eine Taylorentwicklung erster
Ordnung ab? : 1 Unter den Annahmen, dass:
of

_ of
Fxy) = flparmy) + 55 » (x =) + 5, " (v —py) +

* Terme hoherer Ordnung vernach-
lassigbar sind

* Ableitungen bei iy, py durch
Ableitungen bei den Messwerten x,

In dieser Ndherung gilt fiir den Erwartungswerte E[z] = E[f(x, V)] y genahert werden kbnnen

E[f(x,y)] = f(px, 1y)

Die Varianz ldsst sich schreiben als

Varf (x E[(f( f(px, .uy)) ]

[ yf (y—uy)>2

2
~ (&) e+ (2) el w1+ 2L b s

_VX)"‘Q

erﬂy Hx My

Die Kovarianz cov(x,y) = E[(x — px)(y — py)] verschwindet fiir
unabhédngige x und y und wir erhalten

Var[f (x,y)] = (?;)20,% + (Z)ZU;

Somit lasst sich die Unsicherheit von z = f(x,y) schreiben als

0y = J (?; x)20,%+ <g§ y)zaﬁ.

Kovarianz und Korrelation

Falls x und y nicht unabhingig voneinander sind, muss in der
Fehlerfortpflanzung deren Korrelation p berticksichtigt werden. Sie
gibt an, wie sich die Anderung des einen Parameters zum anderen
verhilt und kann ebenfalls {iber die multivariate Varianz berechnet
werden. Es gilt fiir die sogenannte Kovarianz

cov(x,y) = pox0oy, Kovarianz
sodass sich die Varianz von f berechnet zu

o - (8 (£ 32(3) () o

0 ox0y

Die Kovarianz ergibt sich dabei entweder
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KAPITEL 4. FEHLERBEHANDLUNG 4.4. KOVARIANZMATRIX

¢ aus dem experimentellen Aufbau. Eine Arrangement aus zwei
Detektoren etwa, bei dem ein Ereignis entweder im einen oder
zwingend im anderen Detektor erfasst wird, bedeutet eine Kor-
relation von p = —1 auf die Zahlraten.

¢ aus einem bekannten funktionalen Zusammenhang. Dies ist ins-
besondere dann relevant wenn aus einer Kurvenanpassung meh- B
rere Fitparameter verwendet werden, da diese in den seltensten

Fallen unkorreliert sind. ShaE

® aus der Streuung der Daten. Die Korrelation wird dann wie in AR P
Kapitel 2.6 beschrieben berechnet.

Einige Beispiele fiir Korrelationen: s
Es gilt: T
-1<p<+1 e

Im Falle von p > 0 spricht man von positiver Korrelation, im Falle . ',.

von p < 0 von negativer Korrelation. Ist p = 0 sind die Variablen
unkorreliert.

Kovarianzmatrix

Fiir den Fall, bei welchem eine Funktion f von den Grofien x1, ..., X,
abhéngt, wird die bivariate Abhédngigkeit der Parameter durch die
Kovarianzmatrix C ausgedriickt. Diese enthilt auf ihrer Diagonalen
die Varianzen der Messgrolen x; und die Kovarianzen cov (x;, x;)

auf der Nebendiagonalen: o
5 . N
U,%l cov(x;, x]-) 0%, P 0,0, p=0 .
C - =
2 2
COV(x]-, X;) Ok 0 0x;0x; Oy

In linearer Naherung ist dann die Unsicherheit von f wie folgt
zu berechnen
([ Of of
2 — heinirel
v (f(x/y)) - ij;l (5351' §x] Cl])

oder in Vektorform:

o*(f(x,y)) = VfT-C-Vf.

Fiir den allgemeinen Fall von m Funktionen i = (fi, ..., fm) der
Variablen x1, ..., x,, ergibt sich fiir jedes Paar fy, f; eine (Ko-)Varianz,
sodass die Unsicherheit ¢?(f(x,y)) zur Fehlermatrix Ej; erweitert
wird:

Ey = i Ofic o1

Txi 5x]- pl] Uxiaxj

ij=1
Mit der Transformationsmatrix G

_ Ofk
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KAPITEL 4. FEHLERBEHANDLUNG 4.5. KOVARIANZMATRIX UND SYSTEMATISCHE UNSICHERHEITEN

erhilt man in Vektorform: dimC = (n,n)
dim G = (m,n)
E=G-C-GT. dimE = (m, m)

Kovarianzmatrix und systematische Unsicherheiten

Besitzen zwei Messgrofsen x1, x; statistische Unsicherheiten oy, , 0y,
sowie eine gemeinsame systematische Unsicherheit s

X1 £ 0y, 5,

Xp oy, ks,

so sind beide Grofien korreliert:

cov(x1,x2) = E(x1,x2) — E(x1)E(x2) = s*.

Die entsprechende Kovarianzmatrix ist
02 +5° s?
C= ! .
s (7,%2 + 82

Schiitzer

Die Fragestellung bei der Auswertung eines Experimentes besteht
darin, einen allgemeinen und simplen Ansatz zur Beschreibung
einer Gesetzmafigkeit mit den gewonnenen Messungen zu ver-
gleichen. Die Verteilungsfunktion, welche die Daten beschreibt, ist
im allgemeinen nicht bekannt - wohl aber ihre Form, welche durch
einen Satz an Parametern A = (A1, ..., An) festgelegt ist. Ein einfa-
ches Beispiel ist der radioaktive Zerfall - der komplette Datensatz N(t) = Ng-e *7
ist lediglich von der Variable Lebensdauer abhingig. Aus der Stich-
probe sind der mit einer Unsicherheit behaftete Schitzwert A fir

A und dessen Varianz (7(/?\) zu bestimmen. Die Anforderungen an
einen guten Schitzer S(xy, ..., x,,) sind, dass er folgende Eigenschaf-
ten besitzt:

¢ unverzerrt (erwartungstreu): Der Erwartungswert fiir den Schét-
zer eines Parameters soll (unabhingig von der Anzahl n der
Messwerte) mit dem Parameter tibereinstimmen:

E [S/\(Xl, vy xn)] = A.
¢ konsistent: Im Limes einer unendlichen Anzahl von Messungen
soll der Schitzer gegen den wahren Wert konvergieren

lim A = A.

n—o0

¢ effizient: Die Streuung im Parameterraum soll moglichst gering
sein, um die Informationen moglichst effektiv zu nutzen. Das
erfordert, dass die Varianz minimal sein muss:

E [(s - A)Z} = 02(S) < d*(S)),

wobei S; ein beliebiger Schétzer ist.
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KAPITEL 4. FEHLERBEHANDLUNG 4.6. SCHATZER

Schitzer fiir den Mittelwert einer Gauf3-Verteilung

Fiir eine Gauf3-Verteilung ist der Mittelwert x = 1/n )_x; ein
erwartungstreuer Schitzer fiir den Erwartungswert. Es ldsst sich
zeigen, dass dessen Varianz ¢ ebenfalls minimal ist und der Mittel-
wert somit die oben genannten Kriterien erfiillt.

Schitzer fiir die Varianz einer Gaufi-Verteilung

Der Schitzer fiir die Varianz

2 1 Y 2
= —— X;—X
wdre mit dem Faktor 1/N keine unverzerrte Schatzung. Anschau-
lich wurde bereits ein Freiheitsgrad des Datensatzes fiir die Bestim-
mung des Mittelwertes X verwendet, welcher fiir die Bestimmung

weiterer Parameter nicht mehr zur Verfiigung steht.
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KAPITEL 4. FEHLERBEHANDLUNG 4.7. x>-VERTEILUNG

x>-Verteilung

Die x2-Verteilung lasst sich wie folgt definieren: Folgen die Zufalls-
variablen x1, ..., x,; einer GaufSverteilung mit Mittelwert # = 0 und
Standardabweichung ¢ = 1, so folgt die Summe z der n Quadrate

z:xzzx%—i-...—i-x%,

einer x?-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Die x?-Verteilung ist
gegeben durch
o1 /2—1 e~ ? /2

flzn) = W

a0
2

wobei I'(x) die Gamma-Funktion ist. Mittelwert und Varianz sind
E(z)=mn, Var(z)=2n.

Die x?-Verteilung spielt eine wichtige Rolle als Maf fiir die Giite

der Beschreibung von Messdaten durch ein Modell. Hat man einen
Datensatz aus n normalverteilten Messwerten y; an den Orten x;
mit Standardabweichungen ¢; und eine Modellvorhersage f(x; A)
mit vorher festgelegten Parametern, so folgt fiir wiederholte Mes-
sungen das Datensatzes die GrofSe

n . 3))2
2y (i — f(xi; A))
X = )
i=1 i
einer XZ—Verteilung mit n Freiheitsgraden, wenn das Modell die Anzahl der Freiheitsgrade 7y bei
Anpassung eines Modells an Daten:

. . k Anzahl der Messwerte n minus
durch eine Anpassung an die Daten bestimmt worden, so folgt das Anzahl der Parameter n: np = 1 — m

Erwartungwerte (y;) korrekt beschreibt. Sind die m Parameter

so definierte x? einer x?-Verteilung mit n — m Freiheitsgraden.

24



KAPITEL 4. FEHLERBEHANDLUNG 4.7. x>-VERTEILUNG

Anwendung: Hypothesentest

Unter der Annahme, dass das Modell korrekt ist und rein sta-
tistische Unsicherheiten vorliegen, sollte der x2-Wert des Fits bei
wiederholten Messungen des Datensatztes einer y2-Verteilung
folgen. Die Wahrscheinlichkeit P, fiir eine gegebene Anzahl n an
Freiheitsgraden einen schlechteren (also grofleren) Wert als das be-
obachtete x? zu erhalten, wird p-Wert genannt. Er ergibt sich aus
der Verteilungsfunktion:

p-Wert = P(x3 ) =1— F(x2,).

Der p-Wert ist also die Wahrscheinlichkeit, einen grofseren als den
beobachteten yx?-Wert zu erhalten, unter der Annahme, dass das
verwendete Modell korrekt ist. Ist der p-Wert klein, kann die Hypo-
these, dass das verwendete Modell die Daten beschreibt, verworfen
werden. Ein willkiirliches, aber hdufig verwendetes Kriterium, ist
p-Wert < 0.05. Man erwartet, dass jeder Freiheitsgrad das x> um 1
erhoht: )
e
n
Der Wert x?/doF?, auch )(fe 4 reduziertes Chi? genannt, soll damit 2 dof = degrees of freedom
nahe bei 1 liegen und wird oft dazu verwendet, die Qualitét eines
Modells abzuschitzen. Falls sich ein deutlich von 1 verschiedener
Wert ergibt, kann dies in mehrere Ursachen begriindet liegen:

e das verwendete Modell ist falsch oder unzureichend,

¢ die Gaufs-Statistik fiir die Verteilung der Unsicherheiten ist eine
falsche Annahme,

¢ es gibt unberiicksichtigte systematische Unsicherheiten,

¢ die angenommene Standardabweichung ¢ ist zu grof (x* wird
zu klein) oder zu klein (x> wird zu grog).

Allerdings besitzt auch der Wert x?/doF eine Unsicherheit, welche
mit 1/+/n skaliert. Daher ist X%ed = 1.5bei n = 5 hinreichend
akzeptabel, bei n = 100 nicht.

25



KAPITEL 4. FEHLERBEHANDLUNG 4.8. METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Methode der kleinsten Quadrate

Die Methode der kleinsten Quadrate soll einen unverzerrten und

konsistenten Schitzer liefern. Fiir n gegebene Datenpunkte x;,y; +
0; wird die Funktion f(x; 1) bestimmt, indem x2 minimiert wird. 08
Dies liefert den besten Schitzwert fiir die Parameter A: 08 t 3

. (8 i S
argpln(xz) = argmin <Z W) .

i i i—1 o‘l 02

Fiir m Parameter Ay, ..., Ay, ergeben sich m Gleichungen: 05 115228338

d 2
X .
dn,;

Beispiel: Ausgleichsgerade

fA) = f(x;a1,a0) = a1x +ag

n 2
2 _ (yi — ar1x; — ag)
X = Z 02 .

i=1 i

Unter Annahme, dass 0; = ¢ fiir i = 1...n erhélt man nach

@

dag ﬁ(—z) Y (yi —a1x; — ag) =0,
dx?  x
day ;;(—2) Y (yi —a1x; —ag) =0,
als Schitzer
. Xy—xj cov(x,y)
al = — =

X2 — %2 o2 (x)
g =y — X

mit den Unsicherheiten

o >2 o2
20 1 2 24
c*(d1) = — ) of — 0 () = ——m
@)=L (5) & — ) nEESy
2.2
R ox
0'2(610):7772/
n(xz—x)
27
o
cov(dy, dg) = — ad

Wichtig: Die Kovarianz von 4; und dp hdngt vom Erwartungs-
wert X ab. Fiir eine Gerade der form

f(x;a1,a0) = ay (x — %) +agp

ergeben sich die unkorrelierten Losungen

7 2
” X R o
iy = :]2/; 0% (1) = —
x nx
2 o
ag = Y, o (ﬁo) = 71 .



KAPITEL 4. FEHLERBEHANDLUNG 4.8. METHODE DER KLEINSTEN QUADRATE

Verallgemeinerung:
beliebige Funktionen und beliebige Fehlermatrizen

Gegeben seien Messwerte y; an den Stellen x;

X1 LA
(xi,yi) miti = 1..n, x=|: i=
Xn Yn
welche nicht unabhéngig sind, also die Kovarianzmatrix C nicht o
verschwindende Nebendiagonalelemente cov(y;, y;) besitzt. Die o f(xT'A)
Messwerte y; sollen durch eine Funktion f(x; ) beschrieben wer- "= f(x: )

den, die an den Stellen x; die Werte y; = f(x;; A) annimmt. Die
x2-Funktion lautet dann:

Kovarianzmatrix C:

X=G-nTCH G- h).

Uyzl cov(yi, yj)
mit § = (yq, ..., in). Das x>-Minimum wird bestimmt durch c= :
j—’/ﬁj = 0, das heifit der Gradient von x? verschwindet beziiglich coviyj.yi) %
der Parameter A. Parameter

Im Allgemeinen miissen numerische Minimierungsverfahren zur A= (o)

Bestimmung des x2-Minimum verwendet werden. Fiir Funktionen,
die linear in den Parametern sind, ldsst sich jedoch eine Losung in Beispiel einer Funktion, die linear in
geschllossener Form angeben. Eine Funktion dieser Art ldsst sich denﬁ?"‘g‘fg{; i—is-t)\lx s
schreiben als nicht jedoch f(x, 1) = et

m
fle,A) =} a (x) Ak,
k=1
dann lésst sich abkiirzend schreiben
ﬁ:AX mit Ai]' = a]'(xi),
sodass die y2-Funktion geschrieben werden kann als

X =({—ANTC(F-AQ).
Vaix? = —24T7C! (yxAX) =0

Die Losung zur Bestimmung der Schédtzer der Parameter aus der .
ATC'AA = ATC Y

Minimierung von x? lautet:

-
x

A= (ATC'A)tATC Ly

G

Die Kovarianzmatrix C, der Parameter ergibt sich aus der Trans-
formation der Kovarianzmatrix der Messwerte:

C, = GCGT.

Somit erhilt man
C, = (ATC!A)" L,
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KAPITEL 4. FEHLERBEHANDLUNG 4.9. KONFIDENZINTERVALLE

Konfidenzintervalle

Das Resultat einer Messung betrégt
Ao (A)

Was bedeutet das? Wie lautet die Interpretation des Ergebnisses?
Wo liegt der wahre Wert?

Der frequentistische Ansatz3: 3von engl. 'Haufigkeit’
Dieser Ansatz basiert auf der frequentistischen Definition der

Wabhrscheinlichkeit. Es wird vorab der Ereignisraum () festgelegt.

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E wird als Limes der rela-

tiven Haufigkeit ng /ng festgelegt, wobei ng die beobachtete Anzahl

des Ereignisses E und ng die Gesamtzahl der Beobachtungen ist:

Im frequentistische Ansatz ist A & o (1) eine Aussage iiber das
konstruierte Intervall, die so zu verstehen ist, dass bei wiederholter
Durchfiihrung der Messung im Mittel ein Anteil P der konstru-
ierten Intervalle den wahren Wert enthilt. In anderen Worten, die
Aussage A € [A — ¢, A + 0] ist mit einer Wahrscheinlichkeit von 68%
richtig. Das Konzept einer Wahrscheinlichkeit fiir den Wert eines
Parameters existiert im frequentistischen Ansatz nicht.

Der Bayessche Ansatz4: 4nach Thomas Bayks, England,
Dieser Ansatz basiert auf dem Bayesschen Wahrscheinlichkeits- Mathematiker und Pfarrer
begriff, nach dem P(H) den Grad der iiberzeugung eines Subjekts

in eine Hypothese H angibt. Im Falle eines zu bestimmenden Pa-

rameters A wird der Grad der iiberzeugung fiir einen bestimmten

Wert von A durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte P(A) angegeben.

Um ein Ergebnis interpretieren zu konnen, muss dieses immer

unter seiner vorab feststehenden Wahrscheinlichkeit, der A-priori-

Wahrscheinlichkeitsdichte, betrachtet werden. Diese wird durch

den Experimentator festgesetzt und unterliegt damit seiner subjek-

tiven Einschidtzung. Eine Messung eines Parameters A zusammen

mit der A-priori-Verteilung fiihrt zu einer neuen Wahrscheinlich-

keitsverteilung P’(A). Die scheinbare Willkiir bei der Wahl der A-

priori-Verteilung wird héufig als Kritikpunkt am Bayesschen Ansatz

angefiihrt.
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KAPITEL 4. FEHLERBEHANDLUNG 4.10. MAXIMUM LIKELIHOOD METHODE

Konfidenzintervalle:

Im frequentistischen Ansatz verwendet man zur Bestimmung
von Vertrauensintervallen die Wahrscheinlichkeitsdichte der Mess-
werte bei festem Parameter. Es werden bei dieser Methode die
Grenzen bestimmt, in welchen der Messwert mit der vorgegebener
Wabhrscheinlichkeit liegt.

beob.

Das Konfidenzintervall [a, b] wird so festgelegt, dass

a stellt eine untere Grenze fiir den

< . . Abeob . . Wert A dar
/ g (A,a) dA =« / g (/\, b) dA = ﬁ b stellt eine obere Grenze fiir den
R o Wert A dar
Abeob

fur die vorgegeben Ausschlusswahrscheinlichkeiten «, 8 gilt. Das
Intervall [a, b] beinhaltet den wahren Wert mit einer Wahrschein-
lichkeit von P = 1 — a — 8. Die Wahrscheinlichkeit P wird Konfi-
denzniveau genannt.

Maximum Likelihood Methode

Wihrend die Methode der x?>-Minimierung auf der Annahme nor-
malverteilter Messwerte beruht, gilt die Maximum Likelihood Me-
thode fiir allgemeine Wahrscheinlichkeitsdichten. Seien Messwerte
X1, ..., X gemiR einer Wahrscheinlichkeitsdichte f(x, ) verteilt, ist
die Likelihood-Funktion L das Produkt der Wahrscheinlichkeits-
dichten fiir jedes x;:

n . . .
L( X, )\) _ H f( x;, /\)' Likelihood-Funktion
i=1

Bei der Likelihood-Funktion betrachtet man die gemessenen Werte
als fest und die Parameter als Variablen. Das Maximum-Likelihood-
Prinzip besagt nun, dass die beste Schitzung A fiir die Parameter
A diejenige ist, die die Likelihood-Funktion maximiert:

/?\ML = argmax L(x, A)
A

Numerisch ist es hdufig vorteilhaft, den Logarithmus der Likelihood-
Funktion, die Log-Likelihood-Funktion zu betrachten:

L(x,A) =InL(x,A) = flnf(x,-,X).
i=1
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KAPITEL 4. FEHLERBEHANDLUNG 4.10. MAXIMUM LIKELIHOOD METHODE
Log-Likelihood-Funktion

Der beste Schitzer A ergibt sich als Losung der Gleichungen

(;/S\jL(Xi, }\]) = 0, ] = 1,...,m
wobei m die Anzahl der Parameter ist.

Beispiel:

Der radioaktive Zerfall f(t,T) = 1/7 - e/ beinhaltet in seinem
Modell als einzigen Parameter die Lebensdauer 7. Es werden n
Zerfille mit den Zeiten t; gemessen. Die Log-Likelihood-Funktion
lautet dann: ;

Lt oty T) =) (—lnr— 2) :
i=1
iiber die Maximierungsbedingung erhilt man den Schétzer der

Lebensdauer 7:
Der Maximum-Likekihood-Schéitzer
fiir die Lebensdauer beim radioaktiven

oL 1 1 t; . 1 -
BT = Z ——+ == = T= n Z tp =1t Zerfall ist gerade das arithmetische

i=1 i=1 Mittel der gemessenen Zeiten.
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Maximum Likelihood fiir Histogramme

N

Fiir geringe Stichprobengrofien, wie sie etwa in Histogrammen
mit wenigen Eintrdgen pro Bin vorkommen, kann man nicht von
einer Normalverteilung fiir die Anzahl der Eintragen pro Bin
ausgehen. Es muss entweder eine Binomialverteilung oder eine
Poisson-Verteilung angenommen werden, siehe Kapitel 3. Die x2-
Methode kann somit nicht angewendet werden und die Maximum-
Likelihood-Methode ist dann das Mittel der Wahl. H

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis in Bin i fallt ist ‘ i

’—‘V_w\

xi+A‘xi/2
P = [ flud) des fx)ax
X,‘*’AX,‘/2

Es ist hdufig eine gute Wahl, Poisson-Statistik anzunehmen. Die Ge-
samtzahl der Ereignisse fluktuiert damit entsprechend der Poisson-
Verteilung P(Niot; Niot) um den Mittelwert Niot, der eine Vorhersage
des Modells oder ein freier Parameter sein kann. Der vom Modell
vorhergesagte Erwartungswert fiir die Anzahl der Ereignisse in

Bin i ist jt;(A) = Niotp;. Die Likelihood-Funktion lisst sich dann
schreiben als

Ty T % (AN
L(N1, ..., Nu;A) = L(A) = HP(Ni; pi(A)) = HTHE ’
1= 1=
wobei N; die beobachtete Anzahl von Ereignissen in Bin i ist. Geht
man nun zur Log-Likelihood-Funktion iiber und ldsst Terme, die
nicht von den Parameters abhingen weg, ergibt sich die Funktion

n n
L) =Y Nilnpj(A) —pi(A) = —Neot + Y_ NjIn ;.
i= =

Die Parameter, die die Funktion maximieren, stellen die Maximum-
Likelihood-Schitzer dar.
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Varianz des Maximum-Likelihood-Schitzers

Um die Varianz des Maximum-Likelihood-Schitzers 1 zu be-
stimmen, kann man die Log-Likelihood-Funktion um ihr Maximum

entwickeln:
- 5 1 ~ a 52 E
L (xl,..., xn,)\) ~ L (xl,..., xn,/\> + 0 +§ Z (Aj — /\j) (A — M) W’/\#\ +
1. Ord. ik \]—i__/
—Bji

Falls ein Maximum-Likelihood-Schitzer existiert, ndhert sich

-

L (x1, vy Xp1, /\) im Grenzfall grofSen Anzahl #n von Messungen einer

Normalverteilung an. Entsprechend ist dann £ (xl, vy X1, 7\) eine

quadratische Funktion in A. Dies wird asymptotische Normalitiit ge-
nannt. Es ergibt sich somit um das Maximum der Log-Likelihood-
Funktion

L (xl,..., xn,7\) ~ Lmax —% (7\ - ?\)T B (7\ — ?L)
und daher fiir die Likelihood-Funktion:

L (1, %0, X) % Linax (A7) (A7)

Auch hier kann die Kovarianzmatrix C wie in Kapitel 3.3 mit dem
Inversen der Matrix B identifiziert werden. Fiir unkorrelierte Pa-
rameter ergibt sich die Standardabweichung aus den Diagonalele-

2L B
2 -1
% = Cir = B ( 5)\j§)\j‘/\=?\>

Fiir den Spezialfall nur eines Parameters reduziert sich dies zu

menten

1
2 —
oy = % .
2A ‘A:}l
Die Unsicherheit von A kann alternativ iiber die Werte A — oy und

A+ 0y abgeschitzt werden, fiir die die Log-Likelihood-Funktion
den Wert In Liax — % annimmt:

InL(A+0y) =InLynax — =

Dies liefert i.A. asymmetrische Unsicherheiten. Im Limes eines
grofen Datensamples gilt jedoch o) = 0} =0} .

Bayessche Parameterschiitzung

In der Bayesschen Parameterschétzung ist die gesamte Information
iiber die zu schitzenden Parameter A = (A1, ..., Ay) in der Posterior-
Wahrscheinlichkeitsfunktion P(A|x) enthalten. Unter Verwendung
des Bayesschen Theorems lésst sich diese schreiben als

P(Ajx) = - LEDTA)
J L(x|A)m(A)dA
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wobei wie schon vorher die Likelihood-Funktion durch L(x|A) =
[T", f(x;, A) gegeben ist. Die A-priori-Wahrscheinlichkeitsverteilung
71(A) beschreibt das Wissen iiber die zu schitzenden Parameter
vor der Messung. Die Formel fiir P(A]x) gibt dann an, wie dieses
Wissen auf Basis der Messwerte x; aktualisiert wird. Der Nenner

i L(x|A)7t(A) dA hingt nicht von A und kann damit als reiner Nor-
mierungsfaktor betrachtet werden, der durch die Normierung der
Posterior-Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 1 bestimmt werden
kann. Wird eine konstante A-priori-Verteilung gewéhlt, so ent-
spricht der Parametervektor 7\, fur den die Posterior-Verteilung ein
Maximum hat, dem Maximum-Likelihood-Schitzer. Eine konstante
Wabhrscheinlichkeitsverteilung lasst sich nicht normieren und ist
damit eine sog. uneigentliche A-priori-Verteilung.

Als Beispiel betrachten wir zwei Messungen eines Parameters A.
Bei gegebenem A sei die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, einen
bestimmten Wert x; zu messen, durch eine Normalverteilung
N(xq; A, 01) mit Mittelwert A und Standardabweichung o; gege-
ben. Betrachtet man diese Verteilung im Bayesschen Ansatz nun als
Funktion von A bei festem x1, so ergibt sich als A-priori-Verteilung

(A=x7)?
1 B 2(7121

e
V271o

Beriicksichtigt man nun auch die zweite Messung x, von A (mit

7'[()\) = N(/\,'.’Xfl,(fl) =

Standardabweichung 07), so ergibt sich

P(Alxp) o< L(A|xp)t(A) = N(A;xp,02) (M)
= N(A,‘Xz,O’z)N()\;xl,Ul).

Das Produkt zweier Normalverteilungen ist proportional zu einer
Normalverteilung und es ergibt sich als Posterior-Verteilung

P(Alx2) = N(A; i, 0)

1 X1 X 1
>tZ \%1 7 =t
0’1 0’2 (71 (72

Der Bayessche Ansatz liefert in diesem Fall also die Formel fiir den
gewichteten Mittelwert aus Abschnitt 4.1.
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Durchfiihrung

Die praktischen Aufgaben werden in Form von Jupyter-Notebooks

gestellt. Diese Notebooks sollen mit Text und Code ergédnzt werden.

Die fertigen Notebook mit vollstindiger Losung werden dann an

den/die Tutor/in geschickt. Als Programmiersprache soll Python

mit entsprechenden Paketen (numpy, matplotlib, ...) verwendet

werden.

Die zu bearbeitenden praktischen Aufgaben werden vom Tutor /

von der Tutorin ausgewdhlt. Hier einige mogliche Aufgaben:

Fehlerfortpflanzung

1.

In dieser Aufgabe soll Sympy verwendet werden, um analytische

Ausdriicke fiir die Unsicherheit einer abhédngigen Grole y =

f(x1,...,xn) zu bestimmen, wobei die Messwerte x; korreliert sein

koénnen
(S01_error_prop_01.ipynb).

Methode der kleinsten Quadrate

1.

Linearer x2-Fit

Ist die Fitfunktion linear in den Fitparametern, ldsst sich die
Anpassung analytisch bestimmen. Dies soll in dieser Aufgabe
gemacht werden

(S01_least_squares_01.ipynb)

. Simultaner y>-Fit

Hier wird ein Modell simultan an unterschiedliche Messdaten
angepasst
(S01_least_squares_02.ipynb).

Maximum-Likelihood-Methode

1.

Mittlere Lebensdauer beim exponentiellen Zerfall

Hier wird die Maximum-Likelihood-Methode am Beispiel des
exponentiellen Zerfall genauer untersucht.
(S01_ml_01.1ipynb).

. Ungebinnter Maximum-Likelihood-Fit

Eine einfacher Maximum-Likelihood-fit mit einem Parameter
(S01_m1_02.1ipynb).

Bayessche Parameterschitzung

1.

Bestimmung der Posterior-Verteilung fiir den Parameter p einer
Binomial-Verteilung
(S01_bayes_01.ipynb).


https://jupyter.org/

KAPITEL 5. DURCHFUHRUNG

Fiir diesen Versuch sind Grundkenntnisse in Python notwendig.
Der AP Python Einfithrungskurs bietet einen guten Einstieg. Zur
numerischen Minimierung bei x?- und Maximum-Likelihood-Fits
bietet sich das iminuit-Paket an. Die Jupyter-Notebooks kénnen auf
dem eigenen Rechner oder auf dem KIP-Jupyter-Server bearbeitet
werden.
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https://www.physi.uni-heidelberg.de/Einrichtungen/AP/Python.php
https://iminuit.readthedocs.io/en/stable/
https://jupyter.kip.uni-heidelberg.de/
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