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Physikalisches Anfangerpraktikum der Universitit Heidelberg - Praktikum II Versuch 211 Gekoppelte Pendel

Versuch 211 I Messaufbau

Gekoppelte Pendel e zwei Pendel aus Messing (Dichte: p=7,5 g/cm?)
e Kopplungsfeder (Ring aus Federbronzeband)

o fest montierter magnetischer Winkelaufnehmer
e Analog-Digital Wandler

e PC mit Drucker

IT Literatur

o W. Walcher, Praktikum der Physik, B.G.Teubner Stuttgart
e Sommerfeld-Vorlesungen Band 1

e Demtroder, Experimentalphysik Band 1

IIT Vorbereitung

Bereiten Sie sich auf die Beantwortung von Fragen zu folgenden Themen vor:
harmonischer Oszillator, gekoppelte Oszillatoren, Dreh- und Trégheitsmoment,
physikalisches Pendel, gekoppelte Differentialgleichungen, Schwebung, Normal-
schwingungen. Informieren Sie sich auch iiber die Grundlagen des Hall-Effekts,
da die Messung der Auslenkungswinkel der Pendel diesen Effekt ausnutzt.

Verstidndnisfragen:

1. Uberlegen Sie welche Drehmomente auf zwei gekoppelte Pendel wirken.
Stellen Sie die Differentialgleichung auf und skizzieren Sie den Lésungsweg.

2. Beschreiben Sie in Worten die Anfangsbedingungen fiir die symmetrische-,
asymmetrische- und Schwebungsschwingung und diskutieren Sie die jewei-
ligen Schwingungszustéande.

Abbildung 1: Versuchsaufbau.

3. Welche Frequenz ist grofer, die der symmetrischen oder der antisymmetri-
schen Schwingung? Begriinden Sie Thre Antwort.
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4. Wie lautet die Definition der Begriffe Eigenfrequenz und Eigenschwingung
bei einem schwingungsfihigen System von N Massepunkten? Wie viele Ei-
genfrequenzen besitzt ein solches System?

IV  Aufgaben

1. Bei drei verschieden starken Kopplungen sind die Frequenzen der symmetri-
schen und der antisymmetrischen Eigenschwingungen von zwei gekoppelten,
gleichartigen Messingpendeln zu bestimmen.

2. Fiir die gleichen Kopplungen wie bei Aufgabe 1 sind Schwebungen zu er-
zeugen und die Frequenz der Pendel und der Schwebung zu bestimmen.

V Motivation

wDer niederlindische Physiker Christian Huygens beobachtete 1665 ein aujfSer-
ordentlich spannendes Phinomen: Als er wegen einer leichten Erkrankung sein
Haus nicht verlassen konnte, betrachtete er gedankenverloren zwei von ihm ei-
genhindig angefertigte Pendeluhren, die mnebeneinander an der Wand hingen.
Schon bald fiel ihm auf, daf$ sich die beiden Pendel vollig synchron bewegten.
Diese Kuriositdt beschiftigte Huygens so sehr, daf3 er iber mehrere Stunden
die Pendelbewegung verfolgte. Wihrend dieser langen Zeit schwangen sie stets
im Gleichtakt. Selbst als der Wissenschaftler eines der beiden Pendel von Hand
in einen anderen Schwingungsrhythmus versetzte, musste er zu seinem groffen
Erstaunen feststellen, daf$ sich nach kaum einer halben Stunde der Gleichtakt
wieder einstellte. Huygens nahm daraufhin an, daf8 sich die Uhren gegenseitig
beeinflussen miissen, sei es durch Luftbewegung oder schwache, durch die Wand
ibertragene Vibrationen. Um diese Vermutung zu tberpriifen, brachte er die Uh-
ren an gegentiberliegenden Winden an. Tatsdchlich kamen sie zunehmend aus
dem Takt und im Laufe eines Tages verlor die eine finf Sekunden gegeniiber der
anderen. “!

Gekoppelte, schwingungsfihige Systeme spielen in der Physik eine fundamentale
Rolle. Ein einfaches Beispiel solch eines Systems sind Molekiile, bei denen einzel-
ne Atome in erster Ndherung untereinander elastisch gekoppelt sind (COgz, NHj

IMatthias Ducci, ,Periodische und chaotische Oszillationserscheinungen an Metallelektro-
den und elektrochemische Modellexperimente zur Errequngsleitung am Nerven“, Dissertation
an der Universitdt Oldenburg, 2000

etc.). Je nach der rdumlichen Struktur und den Bindungspartnern kénnen Mo-
lekiile verschiedene Schwingungs- und Rotationszustdnde besitzen. Es kénnen
zum Beispiel Drehschwingungen von Atomgruppen um eine Bindungsachse auf-
treten oder die Bindungspartner schwingen gegeneinander. Finden Anderungen
des Rotations- und Schwingungszustands statt, so ist dies, genauso wie bei elek-
tronischen Ubergéingen in der Atombhiille, mit der Emission elektromagnetischer
Strahlung verbunden. Durch Messung der Molekiilspektren mit Hilfe der Infra-
rotspektroskopie konnen wichtige Molekiildaten wie die Art der Bindung, die
Bindungsabstéinde und Bindungswinkel sowie die ,, Federkonstante* bestimmt
werden.

Gekoppelte Oszillatoren finden sich auch in jedem Festkorper. Bei einem Kris-
tall sind im Prinzip alle Atome iiber elektrische Wechselwirkungen miteinan-
der gekoppelt, so da8 der Kristall zu Schwingungen angeregt werden kann. Zur
mathematischen Beschreibung stellt man sich den Kristall aus regelméfig an-
geordneten Massenpunkten vor, die mit ihren néchsten Nachbarn durch Federn
gekoppelt sind. Die Auswertung dieses Systems fiihrt zu quantisierten Gitter-
schwingungen, sogenannte Phononen.

Nicht nur in der Physik, sondern auch in nahezu allen anderen naturwissen-
schaftlichen Gebieten, stofit man auf gekoppelte Oszillatoren. Beispiele aus der
Biologie sind die Schrittmacherzellen des Herzens oder die neuronalen Netzwer-
ke des Gehirns und des Riickenmarks, die rhythmisch-periodische Vorgénge wie
Laufen oder Atmen steuern.

Beim vorliegenden Versuch sollen Sie anhand zwei mechanisch gekoppelter Pen-
del die elementaren Eigenschaften gekoppelter Oszillatoren kennenlernen. Sie
werden sehen, dafl bei entsprechend gewahlten Anfangsbedingungen die Gesamt-
energie zwischen den beiden Pendeln hin und her wechselt. Andere Anfangsbe-
dingungen fithren zu synchronen oder antisymmetrischen Schwingungen. Des-
weiteren werden Sie den Einfluss der Kopplungsstiarke auf die Eigenfrequenzen
untersuchen und ein System mit unterschiedlich schweren Pendel analysieren.
Um die Analogie zu anderen schwingungsfihigen Systemen zu erkennen, sollen
Sie qualitativ das Verhalten von elektrisch gekoppelten Schwingkreisen beob-
achten.

VI Grundlagen

Um den Schwingungszustand eines gekoppelten Pendels zu beschreiben, miissen
zunéchst die Differentialgleichungen fiir die einzelnen Pendel aufgestellt wer-
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den. Betrachten wir zunéchst ein einzelnes, ungekoppeltes Pendel mit dem
Tragheitsmoment J und dem Direktionsmoment D = mgL, wobei L die Pen-
delldinge, m die Masse und g die Erdbeschleunigung darstellen. Fiir das Pendel
gilt fiir kleine Winkel ¢ die Differentialgleichung;:

J¢p =—Dep. (1)

Die Losung beschreibt eine harmonische Schwingung mit der Kreisfrequenz

WZ\/gz\/% (2)

Werden nun zwei solcher Pendel durch eine Feder mit dem Direktionsmoment
D' = Dpl? (Dp beschreibt die Federkonstante und ! die Lange von der Feder-
aufhdngung zur Pendelachse) gekoppelt, so wirken zusiitzliche Drehmomente
M;, die von den jeweiligen Auslenkungswinkeln @1, 2 abhingen:

My =D'(p2 — ¢1)
My = D'(¢1 — ¢2).
Diese zusétzlichen Drehmomente, miissen bei der Differentialgleichung des frei-

en Pendels (1) hinzuaddiert werden. Wir erhalten somit ein System aus zwei
gekoppelten Differentialgleichungen,

Pendel 1:
Pendel 2:

3)

Jg1 = —Dp1 + D' (p2 — 1)
Jgy = =Dy + D' (p1 — ¢2),

(4)

die sich leicht entkoppelt lassen, wenn man u = ;1 + @2 und v = @1 — P2
substituiert (Hinweis: Addieren und Subtrahieren Sie jeweils die Gleichungen (4)
und fithren Sie dann die Substitution durch). Damit erhalten wir ein einfaches
System von zwei unabhéngigen Differentialgleichungen:

Ji+ Du =0
Ji+ (D +2D")v=0.

()

Die Losungen sind harmonische Schwingungen mit den Kreisfrequenzen wi, wo:

D

w1 = —

2 (6)

. |D+ 2D’
mit wo = f

u=u(t) = Aj coswit + By sinwst, mit

v =v(t) = Ag coswat + Ba sinwat,

Durch erneute Substitution mit ¢1 = (u + v) und @2 = (u — v) erhalten wir
schlielich die Gleichungen fiir die Auslenkungswinkel der Pendel:

(7)

1
p1(t) = §(A1 coswit + By sinwit + Ag coswat + Ba sinwat)

1
wa(t) = §(A1 coswit + By sinwit — Ay coswat — By sinwst).

Diese allgemeinen Losungen beschreiben auf den ersten Blick eine recht kom-
plexe Bewegung der Pendel. Fiir bestimmte Anfangsbedingungen ergeben sich
allerdings sehr anschauliche Schwingungsgleichungen. Dazu miissen die im fol-
genden besprochenen Anfangsbedingungen ¢;(t = 0) und ;(t = 0) in die Glei-
chungen (7) eingesetzt werden und die Koeffizienten A; und B; bestimmt wer-
den.

'
(:)

0, 9, ?, 9,
- - -« -
(p1= (pz (P1: '(pz

Abbildung 2: Schwingungsformen des gekoppelten Pendel fiir unterschiedliche
Randbedingungen. Von links nach rechts: symmetrische Schwingung, antisysm-

metrische Schwingung, Schwebung.

Wir wollen drei Spezialfille, wie sie in Abbildung 2 skizziert sind, genauer
betrachten:

1. Symmetrische Schwingung
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Beide Pendel werden um den gleichen Winkel ausgelenkt und zum
Zeitpunkt t = 0 gleichzeitig losgelassen.

Anfangsbedingung: ©1(0) = ¢2(0) = g (8)

$1(0) = $2(0) =0
Fiir die Koeffizienten erhalten wir:

A1:2(p0,A2=BlzBQ=0 (9)

und damit schlie3lich

©1(t) = p2(t) = po coswit. (10)

Die beiden Pendel schwingen harmonisch und phasengleich mit der Fre-
quenz wy. Nach Gleichung (6) hdngt w; nicht vom Direktionsmoment der
Kopplung ab (w; hiingt nur vom Direktionsmoment D des freien, ungekop-
pelten Pendels ab). Die Pendel schwingen also so, als seien sie gar nicht ge-
koppelt. Dies ist ja auch sofort einzusehenen da beide Pendel stets den glei-
chen Abstand voneinander aufweisen und so die Kopplungsfeder wéihrend
der Schwingung niemals gestaucht oder gedehnt wird. Die Kopplungsfeder
verharrt also stets im gleichen Zustand, wie zu Beginn der Schwingung. Es
findet also keine Kopplung von einem Pendel auf das andere statt.

. Asymmetrische Schwingung

Beide Pendel werden gegenphasig um den gleichen Winkelbetrag ausgelenkt
und zum Zeitpunkt ¢t = 0 gleichzeitig losgelassen.

Anfangsbedingung: ©1(0) = —p2(0) = o (11)

$1(0) = $2(0) = 0
Fiir die Koeffizienten ergeben sich in diesem Fall:
Ay =299, Ay =B =By=0 (12)
und damit schlieBllich
01(t) = —pa(t) = @p cos wat. (13)

Die beiden Pendel schwingen harmonisch aber diesmal gegenphasig mit der
Frequenz ws. Die Frequenz we héngt sowohl vom Direktionsmoment des
Pendels als auch vom Direktionsmoment der Kopplung ab!

3. Schwebungschwingung

Das eine Pendel verharrt in der Ruhelage widhrend das andere um
den Winkel ¢g ausgelenkt wird.

Anfangsbedingung: ©1(0) = 0,02(0) = po (14)
$1(0) = 42(0) =0
Fiir die Koeffizienten erhalten wir
A1 =—-As=¢9,B1 =B, =0 (15)
und die Schwingungsgleichungen lauten nach einigen Umformungen:
1(t) = o sin<w2 ;wlt) sin(wz ;wlt) (16)

w2 — w1 wa + w1
t ) cos| ————t
2 2

Diese Gleichungen beschreiben eine Schwebung. Das zu Beginn ausgelenk-
te Pendel iibertréigt allméhlich seine Schwingungsenergie auf das anfangs
ruhende Pendel bis es schliellich selbst stillsteht. Danach kehrt sich der
Vorgang um und das nun schwingende Pendel regt das ruhende Pendel an.
Die Schwingung der gekoppelten Pendel wird in diesem Fall durch zwei
Frequenzen beschrieben: Zum einen durch die Frequenz w; = %(WQ + w1)
mit denen jedes einzelne Pendel schwingt, zum anderen durch die Schwe-
bungsfrequenz 2 wyy = %(WQ — w1) mit der die Energie eines Einzelpendels
oszilliert.

)= s

Die zu den Eigenfrequenzen w; und ws gehdrenden Schwingungen werden als
Normalschwingungen bezeichnet. Allgemein gilt, dass ein System aus N gekop-
pelten Oszillatoren N Normalschwingungen besitzt. Jede mogliche Schwingung
eines einzelnen Oszillators kann immer durch eine Linearkombination dieser
Normalschwingungen dargestellt werden. So ist die Schwebungsschwingung
eine Linearkombination der beiden Normalschwingungen mit den Frequenzen
w1 und ws.

2In der Literatur wird manchmal auch die Schwebungsfrequnz ohne den Faktor 1/2 durch

wrr = we — w1 definiert

4
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Kopplungsgrad

Um die Stidrke der Kopplung zu quantifizieren, definiert man den Kopp-
lunksgrad « durch

D/
DD {an
Mit Hilfe der Gleichungen (6) fiir w; und ws erhélt man fiir :
2,2 T2 _ T2
= i =TT (18)
ws +wy I7 +T5

Der Kopplungsgrad kann also durch Messung der Schwingungszeiten der
Normalschwingungen bestimmt werden.

Messtechnik

Die Winkelauslenkung beider Pendel wird magnetisch mit Hilfe des Hall-
Effekts gemessen. Dazu befindet sich auf der Stirnseite der Pendelachse ein
Hall-Sensor, der im homogenen Feld zweier Stabmagnete positioniert ist.
Schwingt das Pendel und damit auch der Sensor (relativ zum raumfesten
Magnetfeld), so wird eine Hallspannung erzeugt, die proportional zum Sinus
des Auslenkungswinkel ist (Abbildung 3).

Die Hall-Spannung wird mit einem Analog-Digital-Wandler digitalisiert und
iiber eine serielle Schnittstelle (RS232) in einen PC eingelesen. Die Daten werden
anschliefend in die jeweiligen Auslenkungswinkel umgerechnet und als Funkti-
on der Zeit graphisch dargestellt. Neben der graphischen Darstellung der Mess-
werte wird bei jeder Messung automatisch eine Textdatei angelegt, in der die
jeweiligen Messdaten gespeichert werden. Der Name der Datei setzt sich aus
dem aktuellen Datum und der Uhrzeit, bei der die Mesung beendet wurde, zu-
sammen. Sie finden die Dateien unter C:\Messungen. Damit Sie die Messdaten
spéter richtig zuordnen konnen, sollten Sie bei jeder Messung im Feld , Datei-
Kommentar® eine Bemerkung eintragen, die die aktuelle Messung eindeutig
beschreibt. Dieser Kommentar wird automatisch mitgespeichert. Zur Bestim-
mung der Schwingungszeiten konnen Sie mit Hilfe von verschiedenen Cursorn
die Kurven ausmessen. Desweiteren kénnen Sie Bereiche auswiéhlen, die ver-
groBert dargestellt werden sollen (Abbildung 4). Die Bedienung der Software ist
weitgehendst selbsterklirend. Uber einzelne spezielle Funktionen wird Sie der
betreuende Assistent informieren.

Abbildung 3: Hall-Sensor als Winkelmesser.

VII Durchfiihrung des Versuchs

1. Skizzieren Sie den Versuchsaufbau.

2. Schalten Sie die Elektronik des Analog-Digital Wandlers ein und starten
Sie das Messprogramm ,,gekoppelte Pendel“. Eine Verkniipfung des Pro-
gramms befindet sich auf dem Desktop. Uberpriifen Sie zunéichst den Nul-
labgleich der beiden Pendel. Sie kénnen in der Software fiir jedes Pendel
einen Winkel-Offset einstellen, so dass in der Ruhelage der Pendel ein Win-
kel von 0° angezeigt wird.

3. Messen Sie zunéchst ohne Koppelfeder fiir jedes einzelne Messingpendel die
Schwingungsfrequenz. Regen Sie beide Pendel an und starten Sie darauthin
das Messprogramm. Zeichnen Sie mehrere Schwingungsperioden auf und
stoppen Sie dann das Programm. Mit den Cursorn kénnen Sie nun die
Periodendauer der beiden Schwingungen ausmessen. Zur Dokumentation
Ihrer Messung sollten Sie diese am besten gleich ausdrucken. Verwenden
Sie dazu das Python Programm auf dem Desktop. Ihr Assistent wird Thnen
dabei weiterhelfen.

4. Regen Sie fiir drei verschiedenen Kopplungsgrade einmal die symmetrische
und danach die antisymmetrische Eigenschwingung der beiden Messingpen-
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Start Cursor-Steuerung Stopp Nullabgleich Sie die Frequenzen der Eigenschwingungen und Drucken Sie die Messungen
aus.

430 e ENS

o I Pendel1 005  ° OffsetPendel1 Joo0  ° 5
Winkel Yt cursor2 33 742 blENGY Iy

Stop & ) Start = p
Han | Pendel2 0,16 Offset Pendel 2 0,00 oo g

. Regen Sie beide Eigenschwingungen gleichzeitig an, indem Sie das eine Pen-
del in der Ruhelage festhalten und erst freigeben, nachdem Sie das ande-
re Pendel bei der Maximalauslenkung losgelassen haben. Bei dieser Anre-
gungsform (,,gemischte Anregung“) sind die Schwingungs- und die Schwe-
bungsfrequenzen fiir die gleichen Kopplungen wie zuvor zu messen. Auch
hier wieder die Messungen gleich ausdrucken. Bei der Schwebung kommt
immer nur das eine Pendel wieder voll zur Ruhe, welches am Anfang in Ru-
he war. Sie sehen, auch zwei Pendel mit gleicher Schwingungsdauer kénnen
bei einer Kopplung ein iiberraschendes Verhalten zeigen!

6. Zusétzlich zu den gekoppelten Pendeln ist noch ein Aufbau vorhanden,
an dem Sie die Kopplung zweier elektrischer Schwingkreise mit Hilfe ei-
nes Oszilloskops beobachten konnen. Die Kopplung erfolgt induktiv iiber
die Spulen. Die Kopplungsstirke kénnen Sie durch variieren des Abstands
zwischen den Spulen einstellen.

v..;dz 00 150 0 /0 B0 /O 00 B0 50 ss',oze“s:;: ] 0 70 0 80 90 980 100 1050 1100 induktive Kopplung
2ot /2o | csors EXTRETE Y <8>| DatehKommentar  pendel 1 nube A e o
Winkel 8/ 1 | cusorz 02 95 blEG Eaw I i \
Datei-Kommentar
Abbildung 4: Bedienoberfliche der Software. \ I I I I
del an. Die Befestigungslocher fiir die Ringfeder ist an der rechten Pendel- U
stange markiert. Notieren Sie, wo die Feder eingehéngt wurde und messen l_

Sie die Lange bis zur Pendelachse. Ob eine Eigenschwingung rein ange-

regt ist, erkennt man daran, dass die Amplituden beider Pendel gleichzei- Abbildung 5: Gekoppelte elektrische Schwingkreise. Die Kopplung erfolgt in-
tig monoton abnehmen, wihrend bei gemischter Anregung die Amplituden duktiv tiber die Spulen. Der Kondensator im linken Schaltkreis wird tiber den
mehr oder weniger schwanken. Allerdings ist es schwierig die symmetri- Widerstand geladen. Wird der Schalter geschlossen, so wird im linken Kreis
sche Schwingung sauber anzuregen, da die Aufhidngung der Feder immer eine Schwingung angeregt. Durch die Kopplung tibertrigt sich allmdhlich, ganz
eine leichte Kopplung erzeugt. Die Feder iibertrégt nicht nur Zug-, sondern analog zu den gekoppelten Pendeln, die Energie in den rechten Schwingkreis
auch Druckkréfte. Fiir kleine Auslenkungen ist die Kraft ausreichend linear wund wieder zuriick. Die Oszillation kann durch Abgriff iiber den Spulen mit
von der Auslenkung abhéngig. Fiir groe Auslenkungen ist ein solcher Ring einem Oszilloskop dargestellt werden.

aber bei Zug viel steifer als bei Druck. Die differentiellen Federkonstanten

in den beiden Lagen unterscheiden sich dann um einen Faktor zehn! Messen Beobachten Sie fiir unterschiedliche Kopplungen (Spulenabstéinde), die

© Dr. J.Wagner - Physikalisches Anféngerpraktikum -V. 1.1 Stand 04/2018
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Schwingungen beider Schwingkreise. Hinweise zur Bedienung des Oszillo-
skops liegen aus.

VIII Auswertung

Die Frequenzen der reinen (wi,ws) und der gemischten Schwingungsformen
(wr,wrr) sind zu berechnen und miteinander zu vergleichen. Bei der gemischten
Anregung sind die direkt gemessenen Frequenzen mit den theoretischen Wer-
ten wy; = %(WQ + wq) und wyy = %(WQ — wy) zu vergleichen. Tragen Sie dazu
die gemessenen und theoretischen Werte der Schwingungs- und Schwebungsfre-
quenzen mit ihren Fehlern in eine Tabelle ein.

Berechnen Sie aus den gemessen Schwingungsdauern die Kopplungsgrade. Fiir
schwache Kopplungen (D > D’) kénnen Sie Gleichung (17) durch

D' wi—uw?
"D T 2w? (19)

nihern. Beachten Sie, dass D’ proportional zu [? (I ist die Linge vom
Authiingungspunkt der Feder zur Pendelachse). Die Verhiitnisse zweier Kopp-
lungsgrade entsprechen dann dem Quadrat der Verhéltnisse der Koppelldngen.
Berechnen Sie die Verhéltnisse der Kopplungsgrade die Sie aus den gemessenen
Frequenzen bestimmt haben und vergleichen Sie diese mit den Verhéltnissen der
Kopplungsgraden die Sie aus der Lingenmessung erhalten.
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Versuch 212 I Messaufbau
Zﬁhigkeit von FlﬁSSigkeiten o Messzylinder aus Hartglas mit Messskaler, gefiillt mit Polyethylengly-

kol. Am unteren Teil des Zylinders befindet sich eine Prizisionskapillare
(Lange: 100 mm =+ 0,5 mm , Kapillardurchmesser 1,5 mm =+ 0,01 mm).

e Kugeln aus ,,Hostaform C“ mit folgenden Durchmessern: 2r = 2,0 / 3,0 /
4,0 /5,0 /6,0 /7,144 /8,0 /9,0 mm (& 1%). Die Dichte der Kugeln und
die Dichte von Polyethylenglykol ist im Anhang angegeben.

e Thermometer
e Pinzetten, Bechergliser
o Mafistab

e Stoppuhren

IT Literatur

e Standardwerke der Physik: Gerthsen, Bergmann-Schéfer, Tipler.
e Demtroder, Experimentalphysik 1, Springer Verlag.
o W. Walcher, Praktikum der Physik, B.G.Teubner Stuttgart.

e Die Ableitung des Gesetz von Stokes finden Sie in W. Nolting, Grundkurs:
Theoretische Physik, Band 1.

e Homepage des Praktikums (http://www.physikpraktika.uni-hd.de).

IIT Vorbereitung

Bereiten Sie sich auf die Beantwortung von Fragen zu folgenden Themen
vor: Reale Fliissigkeiten, innere Reibung, Zahigkeit (Viskositét), Temperatur-
abhéngigkeit der Zihigkeit, laminare Stromung, Stokes’sches Gesetz, Gesetz
von Hagen-Poiseuille, Reynold’sches Ahnlichkeitsgesetz, Reynoldszahl, Turbu-
lenz.

Fir Mathematiker und Physiker: Berechnen Sie die Zeitabhéngigkeit
der Geschwindigkeit v(t) einer in eine Fliissigkeit fallende Kugel. Stellen Sie

Abbildung 1: Kugelfallviskosimeter und Kapillarviskosimeter.
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dazu mit Hilfe den an der Kugel angreifenden Kréften eine Differentialglei-
chung auf und 16sen Sie diese unter Beriicksichtigung der Anfangsbedingung
v(0) = 0. Nach welcher Zeit ist die Geschwindigkeit der Kugel nahezu konstant?

Verstéandnisfragen:

1. Welche Krifte wirken auf eine fallende Kugel in einer Fliissigkeit und wie
lautet die Differentialgleichung?

2. Wann erreicht die fallende Kugel ihre Endgeschwindigkeit?

3. Erlautern Sie den Unterschied zwischen laminarer und turbulenter
Stromung.

4. Was besagt die Reynoldszahl? Wie grof ist die kritische Reynoldszahl fiir
eine Kugel die in einer Fliissigkeit fallt und wie grof} ist sie bei einer Rohr-

stromung?

5. Welche Kraft wirkt, wenn zwei parallele Platten, zwischen denen sich eine
Fliissigkeit befindet, gegeneinander verschoben wird?

6. Was besagt das Gesetz von Hagen-Poiseuille?

7. Wie erhoht sich der Fluss, wenn der Rohrdurchmesser bei konstanten
Druck verdoppelt wird?

IV  Aufgaben

1. Bestimmen Sie die Viskositét von Polyethylenglykol nach Stokes mit einem
Kugelfallviskosimeter. Zusétzlich ist die Giiltigkeitsgrenze des Stokes’schen
Gesetzes zu iiberpriifen, indem der Ubergang von laminarer zu turbulenter
Umstromung der Kugel (Wirbelablosung) ermittelt wird.

2. Bestimmen Sie die Z&higkeit von Polyethylenglykol nach Hagen-Poiseuille
mit dem Kapillarviskosimeter.

3. Vergleichen Sie die unter 1. und 2. gewonnenen Werte miteinander.

V  Grundlagen

Bewegt sich ein Korper mit konstanter Geschwindigkeit in einem fluiden
oder gasférmigen Medium, so ist trotz der gleichférmigen Bewegung eine Kraft
notwendig, um die Bewegung aufrecht zu erhalten. Dies scheint zunéchst wi-
derspriichlich zum zweiten Newtonschen Gesetz zu sein, nach dem ein Korper
beschleunigt wird wenn auf ihn eine Kraft wirkt. Allerdings gilt dies nur im Va-
kuum. Bei der Bewegung in einem Medium wirken zusétzlich Reibungskrifte,
die dazu fithren, dass bei einer konstanten dufleren Kraft, die Nettokraft ver-
schwindet und sich der Korper mit konstanter Geschwindigkeit bewegt.

Die Reibung wird bei Fliissigkeiten durch zwischenmolekulare Krifte verur-
sacht. Diese fithrt dazu, dass bei der Bewegung eines Korpers durch eine
Fliissigkeit, das Medium teilweise mitbewegt wird. Sie alle haben dies
schon beim morgendliche Friihstiick erlebt. Taucht man einen Loffel in ein
Honigglas und zieht diesen dann senkrecht nach oben heraus, so bleibt auf-
grund der Adhésion eine diinne Honigschicht am Loffel haften. Diese Schicht
wechselwirkt mit benachbarten Molekiilen, so dass beim Herausziehen ein gan-
zer Honigklumpen mitbewegt wird. Die Reibungskréfte lassen sich auch beim
Umriithren von Honig oder Marmelade beobachten. Sie miissen eine deutliche
Kraft aufwenden um den Loffel im Glas zu bewegen. Beim Umriihren von Kaf-
fee ist dieser Effekt kaum wahrzunehmen. Offenbar hingt die Reibungskraft
von der ,,Zahigkeit* der Fliissigkeit ab.

¥

Abbildung 2: Gedankenexperi-
ment zur Bestimmung der inne-
ren Reibung. Die Flissigkeit soll
sich schichtweise in Richtung der
Kraft bewegen.

Um die Reibungskriifte eines Korpers in einer Fliissigkeit zu quantifizieren,
betrachten wir die Anordnung nach Abbildung 2. Bei diesem (Gedanken)-
Experiment befindet sich zwischen zwei gleich grofien Platten, die im Abstand z
parallel zueinander ausgerichtet sind, eine Fliissigkeit. Die untere Platte ruht.
Auf die obere Platte wird eine Kraft ausgeiibt, so dass sie sich mit konstanter
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Geschwindigkeit v bewegt. Da an der oberen Platte aufgrund der Adhésion ein
Fliissigkeitsfilm haftet, bewegt sich dieser mit der Geschwindigkeit der Platte
mit. Andererseits betrigt die Geschwindigkeit des Fliissigkeitsfilms die an der
unteren, ruhenden Platte haftet, Null. Aus Stetigkeitsgriinden miissen daher die
dazwischen liegenden Fliissigkeitsschichten mit unterschiedlichen Geschwindig-
keiten aneinander vorbeigleiten. Die oberste Fliissigkeitschicht, die sich mit der
Platte mitbewegt, iibt auf die darunter liegende Schicht eine Tangentialkraft
aus und beschleunigt diese auf eine Geschwindigkeit v’. So beschleunigt jede
Schicht die darunterliegende und wird gleichzeitig von dieser nach dem Reak-
tionsprinzip gebremst.

Experimentell zeigt sich, dass die Kraft F, die notwendig ist um die obe-
re Platte zu bewegen, proportional zur Fliche A und zur Geschwindigkeit v
und umgekehrt proportional zum Abstand z ist. Bewegt sich die obere Platte
gleichformig, so verschwindet die Nettokraft, d.h. die Reibungskraft F;. ist vom
Betrag her gleich grofl wie die auf die obere Platte ausgeiibte Kraft F'. Fiir die
(Newtonsche) Reibungskraft gilt dann:

v
F.=nA—. 1
nA - (1)

Fiir den allgemeinen Fall driickt man diese Gleichung besser durch den Ge-
schwindigkeitsgradienten dv/dz aus:

dv
F,=nA —. 2
nA - (2)

Die Proportionalitidtskonstante 7 ist eine fliissigkeitsspezifische Grofie und wird
als dynamische Viskositét, Zahigkeit oder meist auch nur als Viskositét bezeich-
net. Fiir die MaBeinheit gilt nach Gleichung (1): [y]=Pa s.!

Das Newtonsche Reibungsgesetz gilt natiirlich auch fiir andere Kérpergeome-
trien. Gleiten die einzelnen Fliissigkeitschichten aneinader ab ohne sich zu ver-
mischen, spricht man von einer Schichtstromung oder von einer laminaren
Stromung. Bei grolen Geschwindigkeiten und bei speziellen Kérpergeometri-
en, ist dies nicht mehr der Fall. In der Fliissigkeit kommt es dann zur Bildung
von Wirbeln, die die Schichten vermischen. Bei diesen turbulenten Stréomun-
gen ist der Sromungswiderstand viel grofler als bei einer laminaren Stromung,
so dass das Newtonsche Reibungsgesetz seine Giiltigkeit (Abbildung 3) verliert.
Reynoldszahl

1In manchen Lehrbiichern findet man auch noch die Einheit Poise: 10 Poise=1 Pa s.

_/O¥

Abbildung 3: Bewegung einer Kugel durch eine Flissigkeit. Links: Laminare
Stromung bei der die Fliissigkeit den Korper symmetrisch umflief$t. Die einzel-
nen Schichten gleiten aneinander ab ohne sich zu vermischen. Rechts: Turbu-
lente Strémung bei hohen Geschwindigkeiten. In Folge der Wirbelbildung kommt
es zu einer Vermischung der Flissigkeit.

Ob sich eine Fliissigkeit laminar oder turbulent verhilt, ldsst sich mit
Hilfe der dimensionslosen Reynoldszahl abschitzen. Die Reynoldszahl ist
eine semiempirische Grofle, die das Verhéltnis der (doppelten) kinetischen
Energie eines Volumenelements der Fliissigkeit, zu den Reibungsverlusten
beschreibt:

Re = M (3)

WReibung

Je grofler die kinetische Emnergie der Fliissigkeit, desto instabiler wird die
Stromung. Andererseits wirkt die innere Reibung der Fliissigkeit dampfend
und somit stabilisierend auf die Stromungsbewegung. Bei kleinen Reynolds-
zahlen ist Ejin < Wgeibung und die Fliissigkeit stromt laminar. Oberhalb eines
kritischen Wertes Rey, tritt dagegen eine turbulente Stromung auf. In diesem
Fall gﬂt: Eyin > WReibung-
Fithrt man eine charakteristische Lénge L ein, die die Geometrie des
Stromungssystems beschreibt, so ldsst sich die Reynoldszahl auch wie folgt

darstellen:
Re = @, (4)
n
wobei v die mittlere Stromungsgeschwindigkeit und p die Dichte der Fliissigkeit
beschreibt. Bei einer Rohrstromung ist fiir L der Rohrdurchmesser einzusetzen.
Bei der Bewegung einer Kugel durch eine Fliissigkeit beschreibt L den Durch-

messer der Kugel.
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Die kritische Reynoldszahl héngt vom jeweiligen Experiment ab. Beispiels-
weise zeigt sich experimentell, dass bei der Stromung einer Fliissigkeit durch
ein Rohr, der Ubergang von laminarer zur turbulenter Strémung bei einer
Reynoldszahl von Rey,=2300 erfolgt. Natiirlich ist der Ubergang nicht scharf,
so dass auch bei der kritischen oder hoheren Werten der Reynoldszahl noch ein
laminarer Fluss moglich ist. Allerdings reicht ab der kritischen Reynoldszahl
bereits eine kleine Storung aus, um die Stromung in eine turbulente umschlagen
zu lassen. Bei der Bewegung einer Kugel durch eine Fliissigkeit, erfolgt der
Ubergang von laminarer zu turbulenter Stromung bereits bei viel kleineren
Reynoldszahlen. Experimentell zeigt sich, dass hier die kritische Reynoldszahl
ungefihr Eins betrigt: Reg, ~ 1

Bestimmung der Viskositit mit einem Kugelfallviskosimeter
nach Stokes

Bewegt sich eine Kugel mit dem Radius r mit konstanter Geschwindig-
keit v durch eine Fliissigkeit, so wirkt auf sie die Reibungskraft:

F,. = 6mnro. (5)

Diese Gleichung wird als das Gesetz von Stokes bezeichnet. Die Herleitung
folgt aus dem Newtonschen Reibungsgesetz (1) und findet sich in den meisten
Lehrbiichern der theoretischen Mechanik. Zu beachten ist, dass das Stokes’sche
Gesetz eine Niherung fiir laminare Stromungen mit Re <1 ist und nur fiir
unendlich ausgedehnte Fliissigkeiten giiltig ist. Wir werden an spéterer Stelle
daher noch Korrekturen anbringen miissen.

Unter Ausnutzung des Stokes’sche Gesetz lédsst sich die Viskositdt n einer
Fliissigkeit bestimmen. Beim Kugelfallviskosimeter wird eine Kugel mit dem
Radius r in die Fliissigkeit, dessen Viskositét bestimmt werden soll, fallen gelas-
sen. Nach einer Beschleunigungsphase bewegt sich die Kugel mit einer konstan-
ten Sinkgeschwindigkeit vs. In diesem Fall verschwinden alle an die Kugel an-
greifende Kréfte, d.h. Gewichtskraft Fy = piVig, Auftriebskraft F,, = —psVig
und Reibungskraft F,. = —67mnrvs heben sich auf:

Fy+ F,+F.=0. (6)

Dabei beziehen sich die mit £ indizierten Groflen auf die Kugel und die mit
f indizierten, auf die Fliissigkeit. Einsetzen der einzelnen Krifte und Auflésen

Thermometer

Abbildung 4: Bestimmung der Visko-
sitdat einer Fliissigkeit mit einem Kugel-

Messbeginn —
essbeginil 4 fallviskosimeter. Bewegt sich die Kugel
mit konstanter Geschwindigkeit, heben
sich alle angreifenden Krdfte auf.
Messende _x_ v

nach n liefert fiir die Viskositdt der Fliissigkeit:

2 (pk—py) 2
AU 7
=799 o r (7)
Durch Messung der Sinkgeschwindigkeit v; kann so die Viskositét bestimmt

werden.

Bestimmung der Viskositit nach Hagen-Poiseuille: Laminare
Rohrstrémung

FEine andere Methode die Viskositét einer Fliissigkeit zu bestimmen, ist die Mes-
sung des Volumenstroms einer laminaren Rohrstromung. Betrachten wir dazu
ein Rohr der Linge L und Radius R (Abbildung 5). Damit eine Strémung iiber-
haupt moglich ist, muss an den Stirnflichen eine Druckdifferenz Ap = p; — po
vorhanden sein. Im Fall einer laminaren Stromung kann die Bewegung der
Fliissigkeit wieder als Schichtstromung interpretiert werden, wobei bei einem
Rohr mit kreisférmigen Querschnitt, einzelne Zylinderméntel aneinander ab-
gleiten. Auf einen koaxialen Teilzylinder in der Fliissigkeit mit dem Radius
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L

Abbildung 5: Laminare Rohrstrémung. Unter dem Einfluss der Druckdifferenz
p1 — p2 stromt die Flissigkeit in einem zylindrischen Rohr mit einem para-
belformigen Geschwindigkeitsprofil.
r < R, wirkt aufgrund der Druckdifferenz eine Kraft

Fy, = 7”'2(171 — p2)- (8)
Andererseits wirkt auch die Newtonsche Reibungskraft

F,. = —271’7'.[/1’]%. (9)

Bei einer stationdren Stromung, bei der sich die einzelnen Schichten mit
konstanter Geschwindigkeit bewegen, muss die Nettokraft verschwinden, d.h.
F, = F.:

d
—27r7"L77d—i = 7r2(p; — pa). (10)
Hieraus folgt fiir den Geschwindigkeitsgradienten
dv _ p1—p2
— — . 11
dr 2nL g (11)

Integration iiber r unter Beriicksichtigung der Randbedingung v(R) = 0, liefert
fiir die Geschwindigkeitsverteilung in der Fliissigkeit

P1— P2, 9 2
v(r) = L (R” —1r7). (12)

Diese Gleichung stellt ein Rotationsparaboloid dar. Die Fliissigkeit besitzt dem-
nach das in Abbildung 5 gezeigte parabolische Geschwindigkeitsprofil.

Um den Volumenstrom, d.h. die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit durch
die Querschnittsfliche des Rohres stromt, zu bestimmen, miissen wir iiber die

gesamte Querschnittsfliche integrieren:
av R 7(p1 — p2) R
— = 2 dr = —1 22 13
g ; mro(r)dr L (13)

Beachten Sie die Abhiingigkeit von R*. Eine Verdopplung des Rohrradius ver-

sechzehnfacht den Volumenstrom!

Gleichung (13) wird nach dem deutschen Wasserbau-Ingenieur Gotthilf Hein-

rich Ludwig Hagen und nach dem franzoésischen Arzt und Physiologen Poiseuil-

le, auch als das Gesetz von Hagen-Poiseuille bezeichnet.

Sind Lénge und Radius des Rohres und die Druckdifferenz bekannt, so kann

durch Messung des Volumenstroms die Viskositét bestimmt werden.

VI Durchfithrung des Versuchs

1. Bestimmung der Viskositidt nach Stokes mit einem Kugelfallvis-
kosimeter

Bei dem Versuch wird die Fallzeit At der Kugel zwischen zwei im Ab-
stand As angebrachten Markierungen gemessen. Die Messungen sind entweder
mit steigendem oder mit fallendem Kugelradius durchzufiithren. Notieren
Sie sich die Temperaturen der Fliissigkeiten wiahrend der Messung mit den
kleinsten Kugeln.

Legen Sie die Fallstrecke der Kugeln fest und notieren Sie diesen Wert. Der
Abstand der ersten Messmarke von der Fliissigkeitsoberflache ist so zu wéhlen,
dass sich die Kugel beim Durchlaufen der ersten Messmarke, mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt. Lassen Sie von jedem Durchmesser 5 Kugeln die Fall-
strecke moglichst in der Rohrachse durchfallen. Zur Bestimmung der Fallzeit
dienen die zahlreich beigegebenen Handstoppuhren. Bei den kleinsten Durch-
messern empfiehlt sich eine Simultanmessung von mehreren Kugeln durch-
zufithren. Damit sich die Messzeiten bei den kleinen Kugeln nicht iiber einen
zu langen Zeitraum erstrecken, kénnen Sie hier eine kiirzere Fallstrecke verwen-
den. Der Innendurchmesser des Kugelfallgefifles ist am Viskosimeter angege-
ben. Vergessen Sie nicht diesen Wert in Thr Protokoll aufzunehmen.

Sie miissen bei der Durchfiihrung des Experiments unbedingt darauf achten,
dass an den Kugeln keine Luftblidschen haften. Sortieren Sie daher vor dem
FEinbringen der Kugeln in das Fallgefaf}, zunéchst einige Kugeln des jeweiligen
Durchmessers in ein Becherglas und geben Sie etwas Fliissigkeit mit hinein.
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Schwenken Sie das Becherglas vorsichtig um, so dass die Kugeln vollsténdig
benetzt sind und keinerlei Luftbldschen mehr daran zu erkennen sind. Mit
der Pinzette werden dann die mit der Fliissigkeit benetzten Kugeln in das
Fallgeféfl gegeben.

2. Bestimmung der Viskositit nach Hagen-Poiseuille mit einem
Kapillarviskosimeter

Stellen Sie unter den Ausfluss der Kapillare ein Becherglas und 6ffnen
Sie den Hahn, indem Sie ihn parallel zur Kapillare drehen. Warten Sie
nach dem Offnen so lange ab, bis sich die Strémungsverhéltnisse stabilisiert
haben und eine gleichméflige Tropfenfolge zu beobachten ist. Sobald dies
der Fall ist, stellen Sie einen leeren Messzylinder unter den Ausfluss, star-
ten die Stoppuhr und notieren die Anfangshche h, der Fliissigkeitssiule.
Fiithren Sie dies am besten gemeinsam mit Threm Partner durch, indem
einer die Hohe des Fliissigkeitspiegels abliest und der andere gleichzeitig
den Messzylinder unterstellt und die Stoppuhr startet. Messen Sie fiir das
Gemisch 1 die Ausstrémzeit von ca. 20 cm?® bis 25 cm® der Fliissigkeit.
Nachdem diese Mengen ausgestromt sind, schlieffen Sie den Hahn und messen
erneut die Hohe des Fliissigkeitsspiegels hg. Notieren Sie die Raumtemperatur.

Achtung: Da eine Wiederholung der Messung relativ lange dauert, bei einer
einmaligen Messung aber die Moglichkeit eines Irrtums besteht, miissen zur
Kontrolle Zwischenwerte des Volumens aufgenommen werden. Notieren Sie
daher bei laufender Stoppuhr die Ausflusszeit bei 5, 10, 15, 20, 25 cm?.

Achten Sie unbedingt nach Beendigung dieser Messung, dass
der Hahn der Kapillare geschlossen ist.

VII Auswertung

Zu 1)

e Nach Gleichung (7) ergibt sich fiir die Sinkgeschwindigkeit vjq,,, einer Kugel
unter dem Einfluss Stokes’scher Reibung bei laminarer Stromung;:

2
'Ulangg n

Tréagt man den Mittelwert der Sinkgeschwindigkeit gegen das Quadrat des
Radius auf, so ergibt sich im Giiltigkeitsbereich des Stokes’schen Gesetz ei-
ne Gerade. Da allerdings die Dichte der Kugeln etwas vom Radius abhéngt,
ist es besser das Verhéltnis 9/(py — py) gegen r? aufzutragen, wobei v den
Mittelwert ihrer gemessenen Sinkgeschwindigkeit bei den jeweiligen Radi-
en bezeichnet.

Das Stokes’sche Gesetz ist nur fiir eine unendlich ausgedehnte Fliissigkeit
giiltig. Wegen des endlichen Durchmessers des Fallrohres, wird die Sink-
geschwindigkeit verfilscht und systematisch zu klein gemessen, wobei der
Fehler mit wachsendem Kugelradius zunimmt. Dies lésst sich durch die
Ladenburg’sche Korrektur A im Stokes’schen Gesetz beriicksichtigen:

F,. = 6mnro (15)
mit ,
A:(1+2,1E), (16)

wobei R den Radius des Fallrohres beschreibt. Bei der Korrektur miissen
daher die Sinkgeschwindigkeiten mit dem Faktor A multipliziert werden.
Uberlegen Sie sich, ob im Rahmen der Messgenauigkeit der Sinkgeschwin-
digkeiten der einzelnen Kugeln, eine Korrektur sinnvoll ist und tragen Sie
diese gegebenenfalls in das gleiche Diagramm mit ein.

Legen Sie durch den linearen Bereich eine Gerade die durch den Ursprung
geht und bestimmen Sie aus der Steigung die Viskositédt. Berechnen Sie
mit diesem Viskositdtswert fiir jeden Kugelradius nach Gleichung (14) den
zu jedem Messwert v gehorenden theoretischen Wert vy, d.h. die Werte,
die auf der extrapolierten Anfangsgeraden liegen. Zusitzlich ist fiir jeden
Kugelradius (Durchmesser d) die Reynoldszahl

d
Re=P1"% (17)

n
zu berechnen. Dabei beschreibt v die bei dem jeweiligen Kugelradius ge-
messene Sinkgeschwindigkeit.

Tragen Sie das Verhéltnis v /v, gegen log Re auf (einfach logarithmisches
Papier mit drei Dekaden) und bestimmen Sie die Stelle, an denen ein Knick
in der Kurve auftritt. An dieser Stelle verliert das Stokes’sche Gesetz seine
Giiltigkeit und die laminare Stromung schlégt in eine turbulente Strémung
um. Schétzen Sie den Zahlenwert fiir die kritische Reynoldszahl ab.
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Zu 2)

e Berechnen Sie die Zihigkeit nach Hagen-Poiseuille. Beachten Sie, dass der
Druck in der Kapillare durch die Hohe der Fliissigkeitssiule bestimmt
wird. Wihrend des AbflieBens der Fliissigkeit &ndert sich in der Sdule
die Flissigkeitshohe und damit die Druckdifferenz in der Kapillare. Fiir
die Berechnung der Druckdifferenz ist daher der Mittelwert von Anfangs-

und Endhohe h 4, hg zu benutzen.

e Berechnen Sie die Reynoldszahl der Kapillare und tiberzeugen Sie sich,
dass laminare Strémung vorlag.

e Vergleichen Sie die gemessenen Viskositdten nach Hagen-Poiseuille mit den
Werten nach Stokes (Fehlergrenzen abschétzen!). Achten Sie darauf, dass

die Temperaturen u.U. verschieden sind.

VIII Anhang

Dichte der Kugeln:

@ 2 mm bis 7,144 mm

1,375 g/ecm? < p <1,380 g/cm?

@ 8 mm

1,355 g/em?® < p <1,360 g/cm?

2 9 mm

1,360 g/cm?® < p <1,365 g/cm?

(Bitte die Werte mit den Angaben auf dem Kugelsortierkasten vergleichen.)

N

Dichte von Polyethylenglykol

1,154
1,152
1,150
1,148

[Jwo/B] eyyoiq

18 19 20 21 22 23 24 25 26
Temperatur [°C]

17
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Versuch 213 I
Kreisel .

Messaufbau

Stahlkugel mit Aluminiumstab (m = 4,164 kg incl. Stab, Kugelradius
r=>5,08 cm) als Kreisel gelagert in einer Luftkissenpfanne

2 Gewichte (r,=0,725 cm, r;=0,325 cm, h=1,1 cm, m=9,85 g)
Farbscheibe, Scheibe mit konzentrischen Ringen

Stroboskop

Stoppuhr

Motor mit Netzgerét

Gyroskop zur Demonstration der Kreiseleigenschaften

Literatur

Bergmann-Schéfer, Lehrbuch der Ezperimentalphysik, Band 1.
Demtroder, Experimentalphysik 1, Springer Verlag.

Pohl, Finfihrung in die Physik, Band 1: Mechanik, Akustik und
Wiérmelehre, Springer Verlag.

Fiir Interessierende der theoretischen Physik sind die Biicher von Fried-
helm Kuypers, Klassische Mechanik, Verlag Wiley-VCH und von Herbert
Goldstein, Klassische Mechanik, Akademische Verl.-Ges., zu empfehlen.

IIT Vorbereitung

Bereiten Sie sich auf die Beantwortung von Fragen zu folgenden Themen vor:
Mechanik des starren Korpers, Drehmoment und Drehimpuls - insbesonde-
re deren Vektoreigenschaften, Tragheitsmoment und Trégheitstensor, Haupt-
tragheitsmomente, kréiftefreier und schwerer Kreisel, Prizession und Nutation.

Schauen Sie sich auch nochmals den Versuch Trégheitsmoment an, den Sie im
Abbildung 1: Aufbau des Kreisel- Versuchs. Praktikum 1 durchgefiihrt haben.
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Verstédndnisfragen:

1. In welcher Beziehung stehen Drehimpuls und Winkelgeschwindigkeit eines
um eine Achse rotierenden Korpers? In welchem Koordinatensystem nimmt
der Trigheitstensor Diagonalgestalt an?

2. Wie grof} ist das Tragheitsmoment einer Kugel; wo liegen ihre Haupt-
tragheitsachsen? Beschreiben Sie die Lagen der Haupttrigheitsmomente
bei einem rotationssymmetrischen Koérper.

3. Warum fallt ein Kreisel nicht um?

4. Was ist die Ursache fiir das Auftreten von Prizession und Nutation?

IV  Aufgaben

1. Untersuchen Sie in einem Vorversuch qualitativ das Verhalten eines Krei-
sels.

2. Messen Sie die Reibungsverluste des Kreisels und bestimmen Sie die
Dampfungskonstante und Halbwertszeit.

3. Bestimmen Sie aus der Prizessionsfrequenz eines schweren Kreisels das
Tragheitsmoment um die Figurenachse.

4. Aus Grofle und Richtung der Umlaufschwindigkeit der momentanen Dreh-
achse um die Figurenachse soll das Tragheitsmoment senkrecht zur Figu-
renachse bestimmt werden.

5. Das gleiche Trégheitsmoment ist zusétzlich aus der Nutationsfrequenz zu
bestimmen.

\%

Seit unserer Geburt sind wir zu jeder Zeit der Schwerkraft ausgesetzt. Wir
empfinden es daher als selbstversténdlich, dass ein Gegenstand, der nicht im
Schwerpunkt gelagert oder durch irgendwelche Aufhingungen fixiert wird, stets
nach ,unten* fillt oder umkippt. Umso faszinierender ist es daher, dass sich
ein rotierender Kérper unter Umstédnden vollig anders verhalten kann. Wird ein

Mbotivation

schnell rotierender Kreisel angestolen und damit der Schwerpunkt aulerhalb der
Symmetrieachse verlagert, fillt er nicht um, sondern weicht senkrecht zur Rich-
tung der Schwerkraft aus. Dadurch erhélt er einen zusétzlichen Drehimpuls. Der
Kreisel rotiert dann zum einen um seine eigene Achse und zum anderen fiihrt
er gleichzeitig eine Drehbewegung um die Richtung der Erdanziehung aus. Die-
se Bewegung wird als Prézession bezeichnet. Erst wenn die Rotation zu gering
wird, wird der Kreisel instabil und kippt.

Kreiselphdnomene finden sich in vielen Bereichen. Wir leben sogar auf einen
Kreisel, der zudem eine Prézessionsbewegung durchfiihrt! Die Erde ist keine
ideale Kugel, sondern infolge der Rotation abgeplattet. Ihr Durchmesser ist am
Aquator rund 43 km groBer als der Poldurchmesser. Zudem ist die Erde um etwa
66,5° gegen die Erdbahnebene geneigt. Aufgrund dieser Schiefstellung iiben Son-
ne und Mond ein Drehmoment auf die Erde aus, welches versucht, die Erdachse
aufzurichten und damit die Ekliptikschiefe zu verkleinern. Diesem Drehmoment
weicht die Erde in einer rechtwinkligen Bewegung aus und prézessiert so um
die Ekliptikebene. Die Zeit, die die Erdachse fiir einen vollen Prizessionsumlauf
benétigt, betréigt ca. 25800 Jahre. Mit der Prézessionsbewegung ist eine stetige
Wanderung des Himmelnordpols verbunden. Zur Zeit zeigt die Erdachse auf den
Polarstern, der somit die Nordrichtung anzeigt. In etwa 12000 Jahre wird der
Stern Vega diese Aufgabe iibernehmen.

Technische Anwendung findet der Kreisel (Gyro-
skop) im Bereich der Navigation als Kreiselkom-
pass, als kiinstlicher Horizont (Kreiselhorizont) und
als Autopilot bei Flugzeugen. Bei letzterem wird
mit dem Kreisel die Neigung der Tragflichen und
mit einem zweiten Kreisel der Winkel zwischen
Heck und dem Cockpit des Flugzeuges bestimmt.
Zusammen mit einem Beschleunigungs- und Ge-
schwindigkeitsmesser kann so der Kurs der Ma-
schine automatisch eingestellt werden. Mechani-
sche Kreiselsysteme finden sich auch im Hubble-
Teleskop. Sie dienen der Kursstabilisierung und hel-
fen dem Teleskop die Balance zu halten und in der
Bahn zu bleiben. Die Lebensdauer eines Satelliten
wird oft durch die Lebensdauer seiner Gyroskope
begrenzt. Fallen sie aus, so sind Richtung und Aus-
maf} von Lageinderungen nicht mehr feststellbar.

Innenansicht eines
Kreiselkompass.
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Beim Hubble-Weltraumteleskop war dies bereits schon zweimal der Fall. Zum
Gliick hat man das Teleskop mit insgesamt drei Ersatzkreiseln ausgestattet, so
dass die Ausfille nur von kurzer Dauer waren.

Auch in der Physik treten in vielen Bereichen Kreiselphdnomene auf. So las-
sen sich die Eigenschaften eines mechanischen Kreisels zusammen mit quanten-
mechanischen Uberlegungen auf Molekiile iibertragen. Damit kénnen z.B. die
Rotationsspektren von Molekiilen interpretiert werden.

Eine weitere Kreiselerscheinung ist die Larmor- Prézession. Aus klassischer Sicht
bewegt sich im Atom ein Elektron um den Atomkern. Mit der Elektronenbewe-
gung ist ein Kreisstrom verbunden, das ein magnetisches Dipolmoment indu-
ziert, welches senkrecht zur Ebene der Elektronenbewgung orientiert ist. Befin-
det sich nun solch ein Atom in einem &dufleren E—Feld, so strebt das magnetische
Moment eine Ausrichtung parallel zum Magnetfeld an. Somit kommt es zu einer
Prézession um die Feldrichtung.

Das mechanische Kreisel auch heute noch in der Forschung eingesetzt werden,
dokumentiert der folgende Zeitungsartikel.

Einstein wird tiberpriift

Quarzkugeln in
Raum und Zeit

Abbildung 2: Bei dem Experi-
ment sollen die Zusammenhdinge
von Raum, Zeit und Schwerkraft er-
forscht werden. Nach FEinstein wird

Los Angeles (AP). Zwei grundlegende An-
nahmen von Albert Einstein sollen jetzt
endlich uberpriift werden. Am 17. April soll
die von der Nasa finanzierte und von der
Universitdt Stanford entwickelte Sonde
Gravity Probe 2 (Schwerkraftsonde 2) vom
US-Luftwaffenstiitzpunkt Vandenberg ins
All starten. Die Sonde soll zwei Theorien
Einsteins tiberpriifen: iiber Raum und Zeit
und wie die Erde beide beeinflusst. Kern des
Experiments sind vier Gyroskope - absolut
runde, sich drehende Quarzkugeln von der
Grolde von Tischtennisballen. Wenn sie ein-
mal im Weltraum sind und sich drehen,
sollten die Quarze ihre Richtung dndern -
wenn Einstein Recht hatte.

die Raumzeit durch einen schwe-
ren Korper ,gekrimmt®. Auch ei-
ne rotierende Masse wie unsere Er-
de sollte das Raumzeit- Gewebe qua-
si mit sich reiffen. Wenn Einsteins
Theorie richtig ist, muss sich die-
se Raumwverwirbelung auf die Ro-
tation von Kreiseln auswirken, die
sich in einem Satelliten um die Er-
de bewegen. (Quelle: Sonntag Aktu-

ell, 4.4.04)

VI Grundlagen

Der kriftefreie, symmetrische Kreisel

Jeder starrer Korper, der sich um einen festen Punkt dreht, stellt einen Kreisel
dar. Wird der Kreisel im Schwerpunkt gelagert, so wird er als kréaftefreier
Kreisel bezeichnet. Bei dieser Aufhéngung iibt die Gewichtskraft kein dufleres
Drehmoment M auf den Kreisel aus, so dass Betrag und Richtung des Drehim-
pulses L zeitlich konstant bleiben. Sind zudem zwei Haupttréagheitsmomente
gleich grof3, so wird der Kreisel als symmetrisch bezeichnet.

Zur Beschreibung der Bewegung des kriftefreien, symmetrischen Kreisels wollen
wir im Folgenden drei charakteristische Achsen heranziehen. Die Symmetrieach-
se des Kreisels wird als Figurenachse bezeichnet und durch die Grofe F beschrie-
ben. Daneben ist noch die raumfeste Drehimpulsachse L und die Richtung der
Drehachse & zur Beschreibung der Kreiselbewegung wichtig.

Wird der Kreisel an der Figurenachse festgehalten und derart in Rotation ver-
setzt, dass sich beim Andrehen die Richtung der Figurenachse nicht &ndert, so
fallen alle drei Achsen zusammen und sind zeitlich und rédumlich konstant (Ab-
bildung 3 links). Nur fiir diesen Spezialfall zeigten die Winkelgeschwindigkeit
& und der Drehimpuls L in die gleiche Richtung und sind iiber das Haupt-
tragheitsmoment der Figurenachse miteinander verkniipft.

Die allgemeine Bewegung des kréftefreien, symmetrischen Kreisels ist weitaus
komplizierter. Experimentell kann man den allgemeinen Bewegungszustand da-
durch einstellen, indem man dem um seine Figurenachse rotierenden Kreisel
einen leichten Schlag erteilt. Dies fiihrt dazu, dass die charakteristischen Kreise-
lachsen nicht mehr wie zuvor parallel ausgerichtet sind, sondern unterschiedliche
Orientierungen einnehmen. Der Kreisel vollfiihrt dann eine recht komplizierte
Taumelbewegung, die als Nutation! bezeichnet wird (Abbildung 3 Mitte). Der
Drehimpuls ist auch bei dieser Kreiselbewegung weiterhin rdumlich und zeitlich
konstant. Allerdings rotiert die Figurenachse auf einem Kegelmantel (Nutations-
kegel) mit der Nutationsfrequenz &y um die raumfeste Drehimpulsachse und
fithrt dabei gleichzeitig eine Eigenrotation &r durch. Die resultierende Dreh-
achse ist daher nicht konstant sondern eine Uberlagerung der Eigenrotation um
die Figurenachse und der Nutationsbewegung der Figurenachse um die Rich-
tung des Drehimpulses. Daher wollen wir im Folgenden von der momentanen
Drehrichtung & des Kreisels sprechen, die die Rotation des Kreisels zu einem

1lat. nutare: nicken, schwanken
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Raumke ge]

Irg

; _ Karperkegel
| «— Figurenachse —»

Abbildung 3: Bewegungen des kriftefreien symmetrischen Kreisels. Links: Fi-
gurenachse, momentane Drehrichtung und Drehimpuls sind parallel ausgerich-
tet und zeitlich konstant. Mitte: Nutationsbewegung. Alle drei charakteristische
Achsen haben unterschiedliche Richtungen und nur der Drehimpuls ist zeitlich
konstant. Rechts: Orientierung und Bewegung der Achsen im Nutationsfall fir
einen Kreisel mit I, < I, = I,, wobei I, das Trigheitsmoment um die Fi-
gurenachse darstellt. Die Bewegung kann man sich durch das Abrollen eines
korperfesten Kegel auf einem raumfesten Kegel veranschaulichen.

bestimmten Zeitpunkt beschreibt.

Die Ausrichtung der einzelnen Kreiselachsen lésst sich leichter verstehen, wenn
wir die rechte Skizze in Abbildung 3 betrachten. Die Figurenachse stellt hier die
Symmetrieachse eines gedachten Kegels dar. Dieser korperfeste, sogenannte
Korperkegel, rollt auf dem Mantel eines weiteren, raumfesten Kegels (Raumke-
gel), mit dem Drehimpuls als Symmetrieachse, ab. Die Lage der momentanen
Drehrichtung ergibt sich in dieser Darstellung aus der Beriihrlinie der beiden
Kegelméntel.

Aus Abbildung 3 rechts folgt unmittelbar, dass bei der Nutation die Figurenach-
se, der Drehimpuls und die momentane Winkelgeschwindigkeit immer in einer
Ebene liegen. Somit kann die momentane Winkelgeschwindigkeit in einen Nu-
tationsanteil &y und in einen Anteil der Eigenrotation der Figurenachse &g

Abbildung 4: Geometrie der Nutationsbewegung. Das Koordinatensystem wur-
de so gewdhlt das es korperfest ist und seine Achsen mit den Hauptachsen des
Kreisels zusammenfallen. Die z-Richtung ist parallel zur Figurenachse orien-
tiert.

zerlegt werden (Abbildung 4 links):

W =dy+dp.

(1)
Zerlegen wir zusétzlich Drehimpuls und momentane Winkelgeschwindigkeit in
x- und z- Komponenten, so ergibt sich aus

(2)
und mit Hilfe der Beziehungen L, = Lsin# und L, = I,w, fiir den Betrag der
Nutationsfrequenz:

Wy = wpy sin

3)

Ist die Nutationsbewegung nur schwach ausgeprégt, d.h. bei kleinem Winkel 6,
so kann der Betrag des Drehimpulses angenéhert werden durch

(4)

L~lLw=~Lwp.

Hiermit ergibt sich fiir die Nutationsfrequenz

I
WN X —WF.

7 )
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Nutationskegel

Abbildung 5: Nutationsbewegung
der Figurenachse: Die Figuren-
achse lauft auf einem Kegelman-
tel um die raumfeste Drehimpul-
sachse.

Die Nutationsbewgung der Figurenachse lasst sich im Experiment leicht beob-
achten (Abbildung 5). Schwieriger gestaltet sich die Visualisierung der momen-
tanen Drehachse. Um die momentane Drehachse zu beobachten, miissen wir
einen Trick anwenden. Dazu wird auf die Figurenachse eine Scheibe mit unter-
schiedlich farbigen Segmenten gesteckt. Fiir einen Beobachter, der auf die mit
dem Kreisel rotierende Scheibe blickt, verschwimmen aufgrund der Trigheit des
Auges die Farben, so dass er nur die Mischfarbe der einzelnen Farbsegmente
wahrnimmt. Nur in dem Punkt, in dem die momentane Drehachse die Farb-
scheibe durchstofit, steht die Farbscheibe , kurzfristig still“ und der Beobachter
erkennt die ,,unverfilschte® Farbe eines Segments. Dieser Punkt kennzeichnet
somit die Orientierung der momentanen Drehrichtung.

Aufgrund der Wanderung der momentanen Drehachse auf dem Koérperkegel um
die Figurenachse, sieht der Beobachter am Ort der momentanen Drehachse, wie
die einzelnen Farben der Sektorenscheibe durchlaufen werden (Abbildung 6).
Der Farbwechsel erfolgt mit der Winkelgeschwindigkeit  (Abbildung 3), des-
sen Betrag sich aus dem Verhéltnis der Radien von Kérperkegel (rxx) und
Raumkegel (rgx) sowie der Nutationsfrequenz wy bestimmen ldsst:

Q :TRK' (6)

TKK

WN

Da die Berechnung von Q algebraisch recht aufwendig ist, soll hier direkt das Er-
gebnis angegeben werden. Eine analytische Berechnung von 2 wird im Anhang

Wanderung der
momentanen
Drehachse

Abbildung 6: Visualisierung der momentanen Drehachse mit Hilfe einer farbi-
gen Sektorscheibe. Neben der Farbscheibe stehen noch anders gemusterte Schei-
ben im Praktikumsversuch zur Verfigung.

durchgefiihrt:
I, -1,
Q= Ix wg (7)
Fiir eine spétere Anwendung ist noch folgende Umformung niitzlich:
L.
I,—1,=—F—. 8
wF/Q -1 ( )

Der schwere, symmetrische Kreisel

Beim schweren Kreisel liegt der Unterstiitzungspunkt nicht mehr im Schwer-
punkt, aber im Fall des symmetrischen Kreisels (I, = I,;) immer noch auf der
Figurenachse. Im Versuch wird dazu auf den Aluminiumstab eine Zusatzmasse
m montiert, wodurch der Schwerpunkt entlang der Figurenachse verschoben
wird. Wir wollen hier nur den Fall analytisch untersuchen, bei dem die Orien-
tierungen von & und L zusammenfallen, d.h. es soll keine Nutationsbewegungen
vorhanden sein.
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Aufgrund der Gewichtskraft wirkt auf den Kreisel ein Drehmoment
M =1x mg,

9)

wobei [ den Vektor darstellt, der vom Unterstiitzungspunkt des Kreisel zur Zu-
satzmasse auf der Figurenachse zeigt (Abbildung 7).

Abbildung 7: Links: Durch eine Zusatzmasse an der Figurenachse wird aus
dem kriftefreien Kreisel ein schwerer Kreisel. Die Gewichtskraft 1ibt ein dufleres
Drehmoment M = [x mg aus, so dass der Kreisel mit der Frequenz dp um die z-
Achse prazidiert. Rechts: Geometrie zur Bestimmung der Prazessionsfrequenz.

Dieses Drehmoment bewirkt, dass sich der Drehimpuls zeitlich &ndert. Wegen
M1L zeigt die Anderung des Drehimpulses in Richtung des Drehmoments, d.h.
dL || M und damit dL L L, woraus unmittelbar folgt, dass der Betrag des Dre-
himpulses zeitlich konstant bleibt. Das duflere Drehmoment bewirkt demnach
nur eine Anderung der Drehimpulsrichtung: Der Drehimpulsvektor liuft
auf einem Kegelmantel um die z-Richtung und versucht sozusagen
der Gewichtskraft seitlich auszuweichen. Man bezeichnet diese Kreiselbe-
wegung als Prizession?. Die Prizessionsfrequenz &p, d.h. die Frequenz mit
der der Drehimpuls um die z-Richtung rotiert, kann nach Abbildung 7 aus der
zeitlichen Anderung des Prizessionwinkels ¢ abgeleitet werden:

2lat. praecedere: das Vorangehen

dy dL
= = —. 10
wr dt Lsina dt (10)
Mit L = I,wp erhalten wir
~ mgl (11)
wp = IZWF
oder allgemein
M =&px L. (12)

Die Prizessionsfrequenz ist demnach unabhéngig von der rdumlichen Orientie-
rung des Kreisels und héngt nur vom Drehimpuls und vom Drehmoment ab.

Figurenachse

5

Abbildung 8: Bewegung der Figu-
renachse bei einer Uberlagerung wvon
Prézession und Nutation.

Bisher haben wir nur den Fall untersucht, bei dem der schwere Kreisel
keine Nutation vollfithrt. Im Fall einer zusétzlichen Nutationsbewegung,
weist der Kreisel eine komplexere Bewegung auf. Bei dieser Uberlagerung
von Prizession und Nutation durchlduft die Spitze der Figurenachse eine
»girlandenférmige® Bahn, deren genaue Form vom Verhéltnis der Nutationsfre-
quenz zur Prizessionsfrequenz abhingt (Abbildung 8). Diese Bewegung ist im
Praktikumsversuch leicht zu beobachten, soll hier aber quantitativ nicht weiter
untersucht werden.

Zusammenfassung

e Ein starrer Korper, der um einen festen Punkt rotiert, stellt einen Kreisel
dar. Sind genau zwei Haupttrigheitsmomente identisch, so wird der Kreisel
als symmetrisch bezeichnet. Wird der Kreisel im Schwerpunkt unterstiitzt
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so heiflt der Kreisel kriftefrei. In diesem Fall wirken keine dufleren Dreh-
momente und der Drehimpuls ist rdumlich und zeitlich konstant.

e Die allgemeine Bewegung eines kréftefreien Kreisels stellt eine Nutations-
bewegung dar. Dabei fiithrt die Figurenachse eine Eigendrehung mit wp
durch und rotiert mit der Nutationsfrequenz wy gleichzeitig um die raum-
feste Drehimpulsachse. Die Winkelgeschwindigkeit ist nicht konstant son-
dern bewegt sich mit  um die Figurenachse. Diese Bewegung kann mit
Hilfe einer farbigen Sektorscheibe beobachtet werden. Die Bewegungen der
charakteristischen Kreiselachsen kann man sich durch ein Abrollen eines
korperfesten Kegels auf einen raumfesten Kegels veranschaulichen.

e Liegt der Auflagepunkt des Kreisels nicht im Schwerpunkt, so heifit der
Kreisel schwerer Kreisel. In diesem Fall iibt die Gewichtskraft ein Drehmo-
ment aus, das zu einer Prézession fiihrt. Dabei bewegt sich der Drehimpuls
mit der Frequenz wp auf einem Kegelmantel um die Richtung der Gewichts-
kraft.

VII Durchfiihrung des Versuchs

Beschreibung des Luftkissenkreisels

Als Kreisel dient eine luftkissengelagerte Stahlkugel, in die ein Alumini-
umstab eingeschraubt ist und etwa 17 cm iiber die Kugeloberfliche hinausragt.
Die Kugel ist nicht gehéirtet und kann durch unsachgemifle Behandlung
beschéidigt werden (z.B. durch Fallenlassen). Der Kreisel darf beim Her-
ausnehmen niemals am Stab festgehalten werden. Verbiegt sich die
Aluminiumstange auch nur geringfiigig, ist der Versuch nicht mehr
durchfiihrbar!

Durch den Stab wird die Figurenachse und die I,-Achse festgelegt. Auf ihm
werden wahrend des Versuchs Gewichtsstiicke und Farbscheiben angebracht.
Der Stab ist mit Rillen im Abstand von 1 cm versehen. Im Abstand von
10, 15 und 20 cm von der Kugelmitte sind zusétzlich noch Doppelrillen
markiert. Am Stabende ist ein Kugellager befestigt, an dem der Stab zur
Anderung seiner Orientierung angefasst werden kann, ohne dabei die Frequenz
Eigenrotation mérklich zu veréindern. Trotz des eingebauten Stabs ist die
Stabseite der Kugel leichter. Einen kréiftefreien Kreisel kann man daher nur
erhalten, wenn man ein Zusatzgewicht an dem Stab befestigt. Dazu dient unter

Figurenachse
Kugellager.
Stahlkugel .

b
=
=

&
-~

B & Aluminiumstab Abbildung 9: Aufbau des Luftkis-
senkreisels.

Druckluft ,

anderem die Farbscheibe, die auch fiir stroboskopische Messungen benutzt wird.
Justierung des Kreisels

Schieben Sie die Farbscheibe auf den Stab bis nahe an die Kugel und
lassen Sie den Kreisel mit etwa 1-2 Hz rotieren. Verschieben Sie die Figuren-
achse mit Hilfe des Kugellagers in horizontaler Lage und lassen Sie dann die
Achse vorsichtig los. Falls der Kreisel prézessiert, miissen Sie die Scheibe je
nach Richtung der Prézession entlang des Stabs verschieben. Ist der Kreisel
schlieSlich kréftefrei, so schieben Sie eine passende Zahl von Unterlegscheiben
zwischen Scheibe und Kreisel. Damit ist gewéhrleistet, dass Sie bei einem
Wechsel der Scheibe, den kriftefreien Zustand leichter wieder einstellen kénnen.

Beschleunigen des Kreisels

Fiir kleine Geschwindigkeiten geniigt es, die Kugel dadurch zu beschleu-
nigen, dass man den senkrechten Stab zwischen den beiden gegeneinander
gleitenden Handflichen in Drehung versetzt. Fiir hohere Geschwindigkeiten
ist es bequemer, den Motor zu beniitzen: Halten Sie dabei den Kreisel am
Kugellager fest und versetzen Sie den Kreisel durch Andriicken des Filzrad am
Kugelumfang in Rotation.

Bedienung des Stroboskops
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Die Bestimmung der charakteristischen Kreiselfrequenzen werden mit einem
Stroboskop durchgefiihrt. Das Stroboskop® sendet mit einstellbarer Frequenz,
Lichtpulse von etwa 10 ps Dauer aus. Bewegt sich die auf den Kreisel montierte
Farbscheibe mit der gleichen Frequenz wie die Blitzfrequenz des Stroboskops, so
wird diese immer in der gleichen Lage beleuchtet. Fiir den Beobachter scheint
die Scheibe dann still zu stehen. Allerdings tritt diese Erscheinung auch dann
auf, wenn die Scheibe mit der n-fachen Blitzfrequenz rotiert. Ist dagegen die
Blitzfrequenz beispielsweise doppelt so hoch wie die des Kreisels, so beobachtet
man zwei gleichfarbige Sektoren. Durch gezieltes Variieren um die n-fache
Frequenz miissen Sie die richtige Frequenz herausfinden.

Mit dem kleinen Motor kann der Kreisel auf maximal 800 min~! beschleunigt
werden. Diesen Bereich kénnen sie komplett in der Stellung I des Stroboskops
erfassen. Sie brauchen daher den Messbereich des Stroboskops nicht umzuschal-
ten. Da die Sektorenscheibe natiirlich auch vom Raumlicht beleuchtet wird,
erscheinen die Farben immer etwas vermischt, nur die Trennlinien der Sektoren
bleiben bei der richtigen Frequenz stehen.

1. Vorversuch

Der Vorversuch soll Sie mit dem Kreisel vertraut machen und Thnen die
spéter genauer zu untersuchenden Erscheinungen qualitativ demonstrieren.

a) Offnen Sie das Druckluftventil an der Wand. Stecken Sie die Scheibe
mit den Farbsektoren nach oben auf den Stab und balancieren Sie die Scheibe
wie zuvor beschrieben aus, so dass der Kreisel kriftefrei wird. Beschleunigen
Sie den Kreisel auf einige Umdrehungen pro Sekunde und beobachten Sie die
Reaktion des Kreisels, wenn Sie den Metallring des Kugellagers am Stabende
mit einem Finger zur Seite driicken. Erldutern Sie Thre Beobachtungen.

b) Stellen Sie nun eine Nutationsbewegung ein, indem Sie dem Stab einen
leichten, seitlichen Stof} erteilen. Beobachten Sie die Farbscheibe: In der misch-
farbigen Fldache der sich drehenden Scheibe sollten Sie einen Punkt erkennen,
an dem eine ,reine, unvermischte* Farbe erscheint. An dieser Stelle &ndert
sich die Farbe gemé&fl der Farbanordnung auf der Sektorscheibe. Dieser Punkt
stellt den um die Figurenachse wandernden Ort der momentanen Drehachse
dar. Drehen Sie die Scheibe um, so dass die Seite mit den farbigen Ringen

3 Am Stroboskop wird die Frequenz in Umdrehungen/Minute angezeigt.

nach oben zeigt und wiederholen Sie den Versuch. Wenn Sie beim Anschlagen
des Kreisels einen Nutationskegel erreichen, der gerade in einem der Farbringe
verlduft, dndert sich die Farbe am Ort der momentanen Drehachse nicht, d.h.
@ lauft auf einem Kreis um die Figurenachse.

c) Legen Sie zusiitzlich die Scheibe mit den konzentrischen Kreisen auf
die Farbscheibe. Wéahlen Sie zuniichst die Seite der Scheibe, bei der der
Mittelpunkt der Kreise seitlich gegen die Aufnahmeachse verschoben ist.
Liegt keine Nutation vor (& || L) so erkennt man ein System konzentrischer,
verwaschener Kreise um den Stab. D.h. der Mittelpunkt des Kreissystems zeigt
die Drehachse an. Drehen Sie nun die Scheibe um und versetzen Sie den Kreisel
in Drehung. Durch einen seitlichen Stofl werden wieder die drei Kreiselachsen
getrennt. Warum markiert jetzt der Mittelpunkt der verwaschenen Kreise die
Drehimpulsachse, die rdumlich stehen bleibt? Bringen Sie ein Zusatzgewicht
am Stab an und wiederholen Sie den Versuch. Die Drehimpulsachse sollte nun
ein Prézessionsbewegung durchfiithren.

d) Ohne zusétzliche Farbscheibe richtet sich der Stab immer auf, d.h.
der Schwerpunkt liegt unterhalb der Kugelmitte. Mit einem Zusatzgewicht am
Ende des Stabes fillt dagegen der Kreisel um. In diesem Fall liegt der Schwer-
punkt oberhalb der Kugelmitte. Versetzen Sie in beiden Fillen den Kreisel
in Drehung und lassen Sie den Stab aus einer nichtvertikalen Stellung los.
Beobachten Sie die Drehrichtung der Priizession. Andern Sie die Drehrichtung
des Kreisels und wiederholen Sie den Versuch.

2. Dampfung des Kreisels

Bringen Sie wieder die Sektorenscheibe an und iiberpriifen Sie ob der
Kreisel kriftefrei ist. Montieren Sie zusiitzlich beide Gewichte am Stabende.
Beschleunigen Sie den Kreisel mit Hilfe des Motors bei senkrechter Achse auf
ca. 600 - 700 min~!. Messen Sie alle 2 Minuten die Drehfrequenz des Kreisels
iiber einen Zeitraum von 12 Minuten. Notieren Sie die Drehfrequenz bei der
jeweiligen Zeit unter Beriicksichtigung der Fehler.

3. Prizession

Bei allen Messungen dieser Aufgabe wird der Kreisel zunéchst bei senk-
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rechter Achse auf die gewiinschte Geschwindigkeit gebracht. Anschliefend wird
die Achse durch Angreifen am Kugellager schriag gestellt und kurz vor der
gewadhlten Ablesemarke moglichst nutationsfrei losgelassen. Als Ablesemarke
dient ein Messingstab in der Kreiselbasis.

a) Montieren Sie auf den Stab die Farbscheibe und vergewissern Sie sich,
dass der Kreisel kriftefrei ist. Befestigen Sie im Abstand von 20 cm zur
Kugelmitte ein Zusatzgewicht auf den Stab. Die Drehgeschwindigkeit sollten
Sie auf ungefihr 500 min~! einstellen. Lassen Sie den Stab bei gleicher Dreh-
geschwindigkeit des Kreisels moglichst nutationsfrei unter drei verschiedenen
Winkeln des Stabs gegen die Vertikale los und bestimmen Sie jeweils die Zeit
fiir einen Umlauf (Prézessionsdauer Tp).

b) Belasten Sie den kréftefreien Kreisel mit folgenden Zusatzmassen:
e Ein Gewichtsstiick bei 15 cm.
e Ein Gewichtsstiick bei 20 cm.
o Zwei Gewichtsstiicke bei 15 cm.

o Zwei Gewichtsstiicke bei 20 cm.

Messen Sie fiir jede Gewichtseinstellung bei jeweils vier verschiedene Fre-
quenzen f im Bereich 250 min~' < f < 700 min~', mit der Stoppuhr die
Prézessionsdauer Tp. Beginnen Sie bei jeder Masseneinstellung bei einer hohen
Frequenz und bremsen Sie dann fiir die folgenden Messungen den Kreisel etwas
ab. Notieren Sie fiir jede Messung die Frequenz wg und die Prézessionsdauer Tp.

4. Umlauf der momentanen Drehachse um die Figurenachse

Uberpriifen Sie, ob der Kreisel kriiftefrei ist. Versetzen Sie anschlieBend
den Kreisel bei senkrechter Achse mit Hilfe des Motors in Rotation. Nach dem
Anwerfen wird durch einen leichten seitlichen Stofl auf die Achse, der Kreisel in
Nutation versetzt.

a) Bestimmen Sie die Umlaufrichtung der momentanen Drehachse mit
Hilfe der Farbscheibe. Beachten Sie die Reihenfolge der Farben.

b) Messen Sie mit der Stoppuhr fiir 10 Frequenzen im Bereich
300 min~' < f < 600 min~! jeweils die Zeit ¢ fiir 10 Umldufe der
momentanen Drehachse um die Figurenachse (Frequenz des Farbwechsels Q der
Sektorscheibe).

5. Nutation

Versetzen Sie den kréftefreien Kreisel durch vorsichtiges Anschlagen an
die Achse in Nutation. Damit die in Gleichung (5) gemachte Néherung gilt,
sollte die Offnung des Nutationskegels an der Spitze des Stabes nur 1-2 cm
betragen. Bestimmen Sie 10 Wertepaare von wy und wp. Gehen Sie dabei
folgendermaflen vor: Aufgrund der Luftreibung nehmen die Frequenzen stindig
ab. Es ist daher wichtig, dass beide Frequenzen moglichst schnell hintereinan-
der gemessen werden. Es empfiehlt sich daher, erst das Stroboskop auf eine
Frequenz einzustellen, die etwas kleiner ist als die momentane Frequenz wp.
Notieren Sie diese Frequenz und warten Sie bis der Kreisel diese Frequenz
erreicht und bestimmen Sie dann rasch die zugehorige Frequenz wy .

VIII Auswertung
zu 1) Diskutieren Sie Ihre Beobachtungen des Vorversuchs.

zu 2) Tragen Sie die Messpunkte auf halb-logarithmischen Papier auf.
Bestimmen Sie die Dampfungskonstante und Halbwertszeit.

zu 3a) Vergleichen Sie die gemessenen Prizessionszeiten und interpretie-
ren Sie Ihre Ergebnisse.

zu 3b) Aufgrund der Dimpfung des Kreisels édndert sich wihrend der
Prézessionsbewegung die Drehfrequenz wp. Berechnen Sie fiir jede Messung
mit Hilfe der Ddmpfungsmessung aus Aufgabe 2 und dem Startwert von wg die
Drehfrequenz am Ende der Prézessionsbewegung und bestimmen Sie daraus ein
mittleres wp. Tragen Sie jeweils Tp als Funktion von wp auf und bestimmen Sie
fiir jedes duflere Drehmoment die Steigung s;. Beachten Sie, dass die Geraden
durch den Ursprung gehen. Berechnen Sie aus den Steigungswerten nach
Gleichung (11) das Trigheitsmoment I,. Das zusitzliche Trigheitsmoment der
unterschiedlichen Gewichtsstiicke kann vernachlissigt werden. Der Mittelwert
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der vier Messungen ist dann das gesuchte Tragheitsmoment I, des Kreisel

zu 4a) Vergleichen Sie Ihre Beobachtungen mit Gleichung (8) und den zu
Abbildung 3 gegebenen Erlduterungen. Welches der beiden Tragheitsmomente
I, I, ist groBer?

zu 4b) Tragen Sie die gemessene Umlauffrequenz der momentanen Dreh-
achse gegen wp auf und bestimmen Sie die Steigung der Geraden. Mit
Gleichung (8) und dem in Aufgabe 3 bestimmten Triigheitsmoment I, kann
AI = I, — I, und damit I, berechnet werden.

zu 5) Tragen Sie wy iiber wp in einem Diagramm auf und bestimmen
Sie mit Gleichung (5) und dem bekannten I, wieder I,.

IX Anhang: Berechnung der Kreisfrequenz ()
mit Hilfe der Eulerschen Gleichungen

Bei einem starren Korper, der um eine beliebige Achse durch seinen Schwer-
punkt rotiert, fallen im Allgemeinen die Richtungen des Drehimpulses L’ und
der Winkelgeschwindigkeit ¢’ nicht zusammen. In einem raumfesten, karthe-
sischen Koordinatensystem?, gilt fiir den Drehimpuls:

L}J = 1‘7/” I%’y 17,“ wy (13)
LZ Izm IZy IZZ wZ
bzw.
= [, (14)
wobei I’ den Trégheitstensor darstellt. Wé&hlen wir dagegen ein

korperfestes Koordinatensystem, das parallel zu den Hauptachsen des
Kreisels orientiert ist, so nimmt der Tragheitstensor eine sehr einfache Form
an. In diesem Hauptachsensystem verschwinden alle Nebenmomente und der

4@roBen, die mit einem Strich versehen sind, bezichen sich hier stets auf ein raumfestes
Koordinatensystem.

Tragheitstensor hat Diagonalform:

L, I, 0 O Wy
L, | = 0 I, 0 Wy (15)
L, 0 0 I, Wy
Die allgemeine Bewegungsgleichung
- -
— =M 16
7 (16)

gilt aber nur in einem Inertialsystem, z.B. im raumfesten Koordinatensystem.
Bei dem korperfestem System handelt es sich um ein rotierendes und damit um
ein beschleunigtes Bezugssystem. Allerdings konnen die Grofien des raumfesten
Systems auf das mit der Winkelgeschwindigkeit & rotierende Koordinatensystem
durch . .

ar’ dL = 7

E = E + W X
transformiert werden. Im korperfesten Koordinatensystem lautet dann die Be-

wegungsgleichung

(17)

(18)

Durch Einsetzen von Gleichung (15) erhalten wir schlielich die Eulerschen Glei-
chungen:

M, = Liw, + (I, — 1) wyw,

My, =Tw, + (I — I.,) wew,

M, =Lw,+ (I, — I;) wawy.
Wenden wir diese Gleichungen auf den kriftefreien, symmetrischen Kreisel an:
Die Kriéftefreiheit fithrt dazu, dass kein Drehmoment auf den Kreisel wirkt, d.h.
M; = 0 und aufgrund der Symmetrie gilt zudem I, = I, = I,. Mit diesen
Randbedingungen erhalten wir:

(19)

Lwgs + (I, — 1) wyw, =0
Loy + (I — L) wew = 0 (20)
I.w, =0.

Aus der letzten Gleichung folgt unmittelbar, dass die z-Komponente von & kon-
stant ist. Definieren wir zusétzlich noch die Grofie

I, - I,
0= Twz, (21)
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so folgt schliefllich

Wp + Quwy, =0 (22)

Wy — Qw, =0.

Differentation einer Gleichung nach der Zeit und Eliminierung der jeweils ande-
ren Frequenz liefert zwei identische Oszillatorgleichungen

g + Q2w, =0 (23)
Gy + Qw, =0.

Wir erhalten schlieflich fiir die allgemeine Losung

wy = Acos(Qt + @) (24)
wy = Asin(Q + )
w, = konst.,

wobei A% = w? + wgzkonst. und ¢ von den Anfangsbedingungen abhéingt.
Aus den Gleichungen (24) lesen wir, dass im korperfesten System die Spitze des
Winkelgeschwindigkeits-Vektors & mit der Frequenz Q=konst. (Gleichung (21))
auf einer zur Figurenachse senkrechten Ebene rotiert. Die momentane Winkelge-
schwindigkeit bewegt sich somit auf einem Kegel, entsprechend dem Korperkegel
in Abbildung 3 um die Figurenachse. Dies entspricht unseren Uberlegungen, die
wir in den Gleichungen (6) und (7) angegeben haben.
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VeI'S'l]Ch 221 e Glasrohr mit zylindrischem Schwingkorper
Adiabatenkoeffizient xk = Cp/CV o Gasflaschen (Argon, Luft)
e Stoppuhr

IT Literatur

e Standardwerke der Physik: Gerthsen, Bergmann-Schiifer, Tipler, Dem-
troder.

e Homepage des Praktikums (http://www.physikpraktika.uni-hd.de).

IIT Vorbereitung

Bereiten Sie sich auf die Beantwortung von Fragen zu folgenden Themen vor:
Zustandsénderungen eines Gases und deren Darstellung im pV-Diagramm (Iso-
therme, Isobare, Isochore, Adiabate), Adiabaten-Exponent, Poisson-Gleichung,
spezifische Wirme eines Gases, Gleichverteilungssatz, Freiheitsgrade (theore-
tische Werte fiir ¢,/cy bei ein- und mehratomigen Gasen).

Verstidndnisfragen:

1. Fir welchen thermodynamischen Prozess ist die Gréfie x von Bedeutung?
Abbildung 1: Links: Versuchsaufbau mnach Richardt. Rechts: Aufbau mach
Clément-Desormes. Der Gasbehdlter befindet sich im Aluminiumgehduse. 2. Welche Beziehung besteht zwischen den Gréfien ¢y, ¢y, £ und f (Anzahl der
Freiheitsgrade)? Wie grof} ist der theoretische Wert von « fiir ein Edelgas?
Was erwarten Sie fiir Luft bzw. fiir Kohlendioxid?

I Messaufbau 3. Was ist grofier: ¢, oder cy?

Aufbau nach Clément-Desormes:
e Gasbehilter mit Manometeraufsatz und Luftbalg 1V Aufgabe
Aufbau nach Riichardt:

1. Das Verhéltnis der spezifischen Warmen ¢, /cy ist fiir Luft auf zwei ver-
e Gasbehiilter mit Rohransatz und Nadelventil schiedene Weisen und fiir Argon nach Riichardt zu messen.
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Manometer

Gasauslass

Luftbalg

p1 1: (V1 , p1=b+h1 ,T1 )

3: (V2 p3=b+h3,Ty )

Gasbehalter 3
P3 A
adiabatisch isochor
p2 =b 2
-
\
v, v,

Abbildung 2: Links: Skizze des Aufbaus nach Clément und Desormes. Rechts:
Dazugehoriges pV-Diagramm.

V  Grundlagen

V.1 Messung des Adiabatenkoeffizienten nach Clément
und Desormes

Der Messaufbau ist in Abbildung 2 dargestellt. Der Druck in einem luftgefiillten
Gasbehélter ldsst sich mit Hilfe eines Luftbalgs vergroffern und kann mit einem
Manometer abgelesen werden.

Durch Pumpen mit dem Luftbalg wird in dem Gasbehilter ein Uberdruck
erzeugt, wobei sich das Gas dabei erwérmt. Wartet man nun so lange ab, bis
sich das Gas wieder auf Zimmertemperatur abgekiihlt hat, so ist der Zustand 1
im pV-Diagramm in Abbildung 2 erreicht:

Zustand 1: ‘/1, pP1 = b+ hl, T1 (1)

wobei V; das Volumen im Zustand 1, b der duflere Luftdruck, h; die Hohen-
differenz des Manometers und T; die Temperatur des Gases im Zustand 1
(Zimmertemperatur) bezeichnen.

Im n#chsten Schritt wird der Gasauslassstopfen am Gasbehilter fiir eine kurze
Zeit geofinet, so dass sich der Druck im Behélter dem dufleren Luftdruck b an-

gleicht. Dabei entweichen Molekiile aus der Flasche, d.h. die Gasmenge dndert
sich. Dies ist gleichbedeutend mit der Annahme, dass man durch eine Volu-
menvergroferung um AV zu dem Druck b kommt. Da der Druckausgleich sehr
schnell erfolgt, findet kein Warmeaustausch mit der Umgebung statt. Es han-
delt sich daher um einen adiabatischen Prozess, bei dem sich die Temperatur
des Gases um AT abkiihlt. Fiir den Zustand 2 des Gases gilt dann:

Zustand 2: Vo =Vi + AV, pyo=0b, 1o =T — AT. (2)

Nun wartet man solange ab, bis die Temperatur des Gases wieder auf Zimmer-
temperatur angestiegen ist. Da sich dabei das Volumen nicht dndert, handelt
es sich um eine isochore Zustandsidnderung bei der der Druck ansteigt. Hat die
Temperatur des Gases schliefllich Zimmertemperatur erreicht, befindet sich das
Gas im Zustand 3:

Zustand 3: Vi3=Vo =V, + AV, p3s=0+hs, T5="11. (3)

Die Zusténde 1 und 2 sind durch die Poisson’sche Gleichung miteinander ver-
kniipft:

piV" =p V5" (4)
Hiermit berechnen wir

b+ h)VF=0b(Vy + AV)™. (5)

Da AV <« V; ist kénnen wir (V] + AV)* ndhern durch

AV\" A
(Vi + AV =V 1+—V ~ VY 1+/€—V . (6)
Vi Vi

Setzen wir diesen Ausdruck in Gleichung (5) ein, so erhalten wir

AV

In den Zustédnden 1 und 3 ist die Temperatur der Luft im Gasbehilter gleich,
d.h. es gilt das Boyle-Mariotte’sche Gesetzt pV = konst.:

p1Vi = p3V3 (8)

— (b4 h1)Vi = (b+ hg)(Vi + AV). (9)
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Da hy < b und AV <« Vi, kann der Term h3AV vernachlissigt werden. Somit
ergibt sich:

h1V1 = hgvl + bAV, bzw. (].0)
AV hy—hs

=== 11

v 2 (11)

Setzen wir diesen Ausdruck in Gleichung (7) ein, so erhalten wir schlieflich:

— hl
~ hi—hy’

K (12)

Wir kénnen somit den Adiabatenkoeffizient « allein durch Ablesen des Mano-
meterstandes in den Zustidnden ,,1¢ und ,,3“ bestimmen.

V.2 Messung des Adiabatenkoeffizienten nach Riichhardt

Eine weitere Bestimmung des Adiabatenkoeffizienten eines Gases, ist mit der
Methode nach Riichardt moglich (Abbildung 3). Auf einem Gasbehilter ist
eine Glasrohre montiert. Bringt man in das Glasrohr einen Schwingkorper,
der nahezu den gleichen Durchmesser wie das Glasrohr besitzt, so schwingt
dieser in der Rohre auf und ab. Dabei wird das Gas periodisch adiabatisch
komprimiert und expandiert. Allerdings ist die Schwingung stark gedimpft, so
dass nur wenige Perioden beobachtbar sind.

Um dem entgegenzuwirken befindet sich in der Mitte das Glasrohrs eine klei-
ne Offnung von ungefihr 1 mm Durchmesser. Lésst man einen gleichmiiBigen
Gasstrom in die Flasche, dann wirkt, sofern sich der Schwingkorper unterhalb
der Offnung befindet, ein zusitzlicher Druck auf den Schwingkérper. Befindet
sich der Schwingkdrper iiber der Offnung, so entweicht der Gasstrom durch
die Offnung und der Druck sinkt. Beachten Sie, dass durch diese MaBnahme
nur die Reibungsverluste ausgeglichen werden. Die eigentliche Bewegung des
Schwingkorpers beruht auch weiterhin auf die adiabatische Kompression und
Expansion des Gases.

Der Schwingkorper befindet sich im Gleichgewicht wenn der Druck p in der
Flasche gleich der Summe aus dem Luftdruck pg und dem , Schweredruck® des
Schwingkorpers ist:

mg

p=p0—|—7, (13)

Gasflasche

(Argon oder Luft) Glasrohr

Schwingkorper

Nadelventil

Gasbehalter

Abbildung 3: Versuchsaufbau nach Riichardt.

wobei m die Masse und A die Querschnittsfliche des Schwingkorpers beschrei-
ben. Schwingt der Kérper um eine kleine Strecke x iiber die Gleichgewichtslage
hinaus, wobei sich der Druck p um dp &dndert, so gilt nach dem Newton’schen
Gesetz:

2

T
Da der Vorgang adiabatisch erfolgt, gilt die Poisson’sche Gleichung
pV"™ = konst. (15)
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Differentiaton dieses Ausdrucks nach V liefert:

p =V "" . konst. (16)
d
% = —k V"1 konst. (17)
dp P
= k= 1
v~ "V 1)
p
dp = —k = dV. 19
p=—ri; (19)
Setzen wir diesen Ausdruck in Gleichung (14) ein, so erhalten wir:
Az P

Mit dV = Ax = wr?z, wobei r den Radius des Glasrohrs darstellt, ergibt sich:

d2
mEZ R % x (21)
bzw. )4
. mrtep
——2=0. 22

Gleichung (22) ist die Bewegungsgleichung eines harmonischen Oszillators. Die
allgemeine Form lautet

i+ wiz =0. (23)
Vergleichen wir dies mit Gleichung (22), so ergibt sich fiir die Kreisfrequenz
des Schwingkorpers:

m2rikp
w =

(24)
bzw. fiir die Periodendauer T'

4mV
rrp

T = (25)

W

Fiir den Adiabatenkoeffizienten x folgt dann:

4mV

Die Groflen m, V' und r sind bekannt und an der Versuchsapparatur angegeben.
Fiir p ist der Druck gemifl Gleichung (13) einzusetzen. Somit kann der Adia-
batenkoeffizient allein durch Messung der Periodendauer T bestimmt werden.

VI Durchfithrung des Versuchs

Da fiir jede Teilaufgabe nur ein Messaufbau zur Verfiigung steht, beginnt die
eine Gruppe mit der Messung des Adiabatenkoeffizienten nach Clément und
Desormes, die andere mit der Messung nach Riichardt. Anschliefend wechseln
beide Gruppen den Versuchsaufbau.

1. Methode nach Clément und Desormes

1. Erzeugen Sie durch mehrmaliges Pumpen mit dem Luftbalg ein Uberdruck
im Gasbehélter. Bei diesem Vorgang erwéirmt sich das Gas. Warten Sie da-
her nach der Druckerh6hung einige Minuten ab, bis die Temperatur des
Gases wieder auf Zimmertemperatur abgesunken ist. Sie konnen das Errei-
chen der Zimmertemperatur am asymptotischen Absinken des Druckes am
Manometer auf den Endwert h; beobachten. Dies entspricht, wie im Ka-
pitel ,,Grundlagen* erldutert, dem Zustand 1 im pV-Diagramm. Notieren
Sie den Druck A in Ihr Protokollheft.

2. Offnen Sie nun fiir etwa 2 Sekunden den Stopfen der Gasauslassoffnung.
Dadurch wird ein adiabatischer Druckausgleich erzielt (Zustand 2 im pV-
Diagramm). Warten Sie anschlieend wieder den Temperaturausgleich ab,
bis sich ein konstanter Uberdruck hs eingestellt hat (Zustand 3). Dieser
Wert wird abgelesen und im Protokollheft notiert.

3. Der Versuch ist mindestens 5-mal zu wiederholen. Falls der Enddruck hs
noch grof3 genug ist, kann man diesen Zustand als Anfangszustand fiir
die folgende Messung benutzen. Falls nicht, miissen Sie den Druck durch
Pumpen mit dem Luftbalg erneut erhohen.

2. Methode nach Riichardt

1. Stellen Sie am Reduzierventil der Gasflasche einen Druck von ca. 0,4 bar
ein und regeln Sie das Nadelventil an der Apparatur so ein, dass sich eine
Schwingung um die Mitte des Rohres (d.h. um die Gasaustrittsoffnung)
einstellt. Um sicherzustellen, dass der Gasbehélter vollstindig mit dem
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entsprechenden Gas gefiillt ist, sollten Sie bevor Sie mit der Messung be- Gas K
ginnen einige Minuten abwarten. Ar 1,648
He 1,63
2. Die Grolen m, V und r sind an der Versuchsapparatur angegeben. Notieren Ho 1,41
Sie diese Werte sowie den Luftdruck in Ihr Protokollheft. No 1,401
(0D 1,398
3. Messen Sie an jedem Aufbau die Zeit fiir mindestens 50 Schwingungen. COq 1,293
Methan 1,308
Ethan 1,188
VII Auswertung Propan 1,13

Berechnen Sie fiir beide Messmethoden die Adiabatenkoeffizienten der entspre-
chenden Gase und vergleichen Sie diese mit den theoretisch zu erwartenden
Werten. Was konnten die Ursachen fiir mogliche Abweichungen sein?

VIII Anhang

Bemerkung zum Adiabatenkoeffizient:

Der Unterschied der molaren Wéarmen eines idealen Gases ist gegeben
durch

Cp — Cv = Ra (27)

wobei R die allgemeine Gaskonstante darstellt. Bei der Ableitung dieser Bezie-
hung wird vorausgesetzt, dass die innere Energie des Gases nicht vom Volumen
sondern nur von der Temperatur abhéingt. Dies ist fiir verdiinnten Gase ei-
nigermafien der Fall. Bei der Betrachtung der kinetischen Gastheorie in den
Lehrbiichern sagt man, einatomige Gase haben drei, ndmlich die translatori-
schen Freiheitsgrade, zweiatomige Gase (oder gestreckte Molekiile) zusitzlich
zwei rotatorische Freiheitsgrade und drei- oder mehratomige Gase insgesamt
6 Freiheitsgrade, woraus sich dann ¢, = 1,5R, bzw. 2,5R und 3R ergibt und
somit K= 5/3 bzw. 7/5 und 4/3 folgt. Tatséchlich treten aber z.B. bei dem
linearen COy-Molekiil bei Zimmertemperatur bereits Knickschwingungen auf,
oder bei Ethan machen die beiden CHs - Gruppen Rotationspendelschwingun-
gen gegeneinander, so dass zur inneren Energie weitere Beitrige kommen, die
zu einer Erniedrigung von & fithren. In der folgenden Tabelle sind einige Werte
fiir k nach Kohlrausch aufgelistet:
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I

Versuch 222
HeiBluftmotor

Abbildung 1: Versuchsaufbau.
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Multimeter
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e Eichler, Kronfeldt, Sahm, Das Neue Physikalische Grundpraktikum, Sprin-
ger Verlag.

e Demtroder, Exzperimentalphysik 1, Springer Verlag.

IIT Vorbereitung

Bereiten Sie sich auf die Beantwortung von Fragen zu folgenden Themen vor:
Grundlagen der Wirmelehre, ideales Gasgesetz, Zustandsgrofien, Hauptsitze
der Thermodynamik, thermodynamischer Kreisprozess, Warmekraftmaschine,
Kailtemaschine und Warmepumpe, Carnot- Prozess, Wirkungsgrad.

Verstindnisfragen:

1. Wie lauten die drei Hauptsétze der Thermodynamik?

2. Worin unterscheiden sich isotherme, adiabatische, isochore und isobare Zu-
standsdnderungen? Wie verlaufen diese im pV- Diagramm?

3. Beschreiben Sie den Carnot’schen Kreisprozess. Wie grof} ist der theoreti-
sche Wirkungsgrad?

4. Diskutieren Sie die Wirkungsweise eines Stirlingmotors anhand des pV-
Diagramms. Erldutern Sie fiir jeden Takt die Anderung der inneren Energie,
die zugefithrter Wérme und die geleistete Arbeit.
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5. Beschreiben Sie die Funktion des Regenerators und diskutieren Sie warum
der Stirling- Prozess mit einem idealem Regenerator den maximalen Wir-
kungsgrad einer periodisch arbeitenden Warmekraftmaschine erreicht.

6. Erkldren Sie mit Hilfe des pV-Diagramms die Funktionen der Stirling- Ma-
schine beim Betrieb als Kéltemaschine und als Warmepumpe.

7. Laufen Wérmepumpen und Kéltemaschinen gleichsinnig oder gegensinnig?

8. Worin liegt der Vorteil einer Warmepumpe gegeniiber anderen Heizquellen?

IV  Aufgaben

1. Untersuchen Sie qualitativ die Wirkungsweise des Heifluftmotors als
Kaltemaschine und Warmepumpe.

2. Bestimmen Sie den Wirkungsgrad des Heiluftmotors aus dem pV- Dia-
gramm.

3. Ermitteln Sie den Wirkungsgrad durch Messung der abgegebenen Arbeit
mit Hilfe einer Drehmomentmessung.

V Motivation

»--- These imperfections have been in great measure removed by time and
especially by the genius of the distinguished Bessemer'. If Bessemer iron or
steel had been known thirtyfive or forty years ago there is scarce a doubt that
the air engine would have been a great success.“

Robert Stirling, 1876

In diesem Zitat bezieht sich Robert Stirling auf die Gefahren der Anfang des 19.
Jahrhunderts aufkommenden Hochdruckdampfmaschinen. Um den Wirkungs-
grad der Dampfmaschine zu steigern, wurde die Kesseltemperatur unter ho-
hem Druck weit {iber den Siedepunkt des Wassers erhoht. Allerdings waren die
damals zur Verfiigung stehenden Materialien- Stahl war noch nicht bekannt-

IEin nach Henry Bessemer benannte Stahlsorte bzw. ein Verfahren zur Massenstahlerzeu-
gung.

ungeeignet, diesen hohen Driicken dauerhaft standzuhalten. Zahlreiche Kessel-
explosionen waren die Folge, die viele Menschenopfer forderten.

Die technischen Méngel der Hochdruckdampfmaschine, insbesondere die Gefah-
ren fiir die Arbeiter, waren mitverantwortlich dafiir, dass sich der schottische
Pfarrer Robert Stirling mit der Entwicklung eines neuen Motortyps beschéftigte.
1816 wurde von dem damals 26-jahrigen Stirling der Heilluftmotor zum Patent
angemeldet. Damit ist der Stirlingmotor, nach der Dampfmaschine, die dlteste
periodisch arbeitende Warmekraftmaschine.

Die ersten Anwendungen des Stirlingmotors waren vor allem Wasserpumpen und
Maschinenantriebe mit kleinem bis mittlerem Leistungsbedarf. Allerdings gelang
es dem Stirlingmotor niemals sich gegen die Dampfmaschine so richtig durch-
zusetzen. Mit der Entwicklung neuer Materialien, insbesondere des Stahls, wur-
den die Dampfmaschinen betriebssicherer und verdridngten den HeifSluftmotor
immer mehr vom Markt. Lediglich in solchen Bereichen, in denen Antriebe mit
geringer Leistung benttigt wurden, wie z.B. Ventilatoren oder Ndhmaschinen,
wurden Heiflluftmotoren in groflerer Stiickzahl eingesetzt.

Das endgiiltige Ende der Stirlingmotoren, aber auch letztendlich der Dampfma-
schinen, wurde durch die Erfindung des Verbrennungsmotors und des Elektro-
motors eingeleitet. Diese neuen Motoren waren bei gleichem Gewicht deutlich
leistungsstérker und auch giinstiger herzustellen als der Heilluftmotor, so dass
dieser allméhlich vom Markt verschwand.

Im Jahre 1938 griff die Firma Philips die Ideen Stirlings erneut auf. Philips such-
te fiir seine Radioempféinger und Sendestationen neue Absatzmérkte in Afrika
und Asien. Da die Elektrifizierung dieser Lénder noch nicht vorangeschritten
war, benttigte man Stromgeneratoren, die auf Basis des Heiflluftmotors entwi-
ckelt werden sollten. Kurz nach dem zweiten Weltkrieg wurden die ersten Pro-
totypen und 1950 ein 200 W Stirlingmotor vorgestellt. Allerdings wurde dieser
Motor niemals in groflen Stiickzahlen gefertigt. Mit der Erfindung des Transis-
tors wurden die Radioempfianger immer energiesparender und benétigten daher
keine zusétzlichen Stromgeneratoren. Trotzdem wurde an der Entwicklung des
HeifSluftmotors weiter gearbeitet. 1975 stellte Philips einen 4-Zylinder Heif3luft-
motor vor, der eine Leistung von 115 PS bei 3200 Umdrehungen pro Minute
erreichte. Der Wirkungsgrad dieses Motors betrug 40 %!

Ein wesentlicher Vorteil der Heifluftmotoren besteht darin, dass die ,, Warme
von auflen zugefiihrt wird“ und nicht wie bei Otto- oder Dieselmotoren eine in-
nere Verbrennung erfolgt. Dadurch kénnen nahezu alle Energietrager verwendet
werden; nicht nur fliissige, feste oder gasférmige Brennstoffe, sondern auch Son-
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Abbildung 2: Historische Stirlingmotoren. Quelle: Hermann Schmidt. Hat der
Stirlingmotor eine Zukunft? Fine alllgemeine Ubersicht.

nenenergie, die bei chemischen Reaktionen freiwerdende Wéarme und im Prinzip
auch Kernenergie. Die duflere Verbrennung ist zudem sehr umweltschonend.
Durch einen externen Brenner kann die Verbrennung optimal reguliert werden,
so dass ein Minimum an Umweltschadstoffen wie Kohlenmonoxid oder Stickoxi-
de erzeugt werden. Desweiteren entstehen bei der dufleren Verbrennung keine
Verschmutzungen und Riickstédnde innerhalb des Motors, wodurch eine hohe
Standzeit gewshrleistet ist und ein wartungsbedingter Olwechsel des Motors
nur selten oder gar nicht notwendig ist. Weitere Vorteile liegen in der geringen
Ger#uschemission, der Laufruhe und dem hohen Wirkungsgrad. Der theoreti-
sche Wirkungsgrad des Stirlingmotors entspricht dem des Carnot- Wirkungs-
grades und ist damit hoher als der theoretische Wirkungsgrad von Otto- und
Dieselmotoren.

Allerdings besitzt der Heiflluftmotor gegeniiber den hochgeziichteten Verbren-
nungsmotoren auch deutliche Nachteile: Um bei kleiner Bauhthe und geringem
Gewicht hohe Leistungen zu erzielen, muss das Arbeitsgas auf einen sehr ho-
hen Druck (=150 bar) ,,vorgespannt“ werden und zudem der Motor bei hohen
Drehzahlen betrieben werden. Damit sind &uflerst hohe mechanische Belastun-
gen bei den trockenlaufende Lagern und Dichtungen verbunden. Die Materia-
lien des Erhitzers miissen bis zu 1000°C hitze- und druckbestéindig sein. Bei
einem Innendruck von 150 bar ist dies nicht trivial! Diese Anforderungen set-
zen spezielle Materialien voraus, die die Herstellung dieses Motors gegeniiber
den Verbrennungsmotoren verteuern. Ein weiterer Nachteil liegt in dem hohem
Aufwand der Leistungsregulierung. Bei einem Verbrennungsmotor ldsst sich die
Leistung durch die Einspritzmenge des Brennstoffes sehr einfach einstellen. Bei
dem HeifSluftmotor ist dies nicht moglich. Eine schnelle Leistungsregulierung
ist hier nur {iber eine Variierung des Innendrucks moglich- bei typischerweise
150 bar ebenfalls nicht trivial.

Angesicht des heutigen Enwicklungsstand ist der Einsatz von HeifSluftmoto-
ren nur in solchen Bereichen wirtschaftlich, in denen Otto- oder Dieselmoto-
ren nicht eingesetzt werden konnen. Ein erfolgversprechendes Anwendungsgebiet
stellen Blockheizkraftwerk (BHKW) zur dezentralen Energieversorgung dar. Sol-
che Kraftwerke kénnen zur Stromerzeugung mit giinstigen und nachwachsenden
Brennstoffen (z.B. Holzpellets) befeuert werden. Zudem lésst sich die Abwérme
zu Heizzwecken nutzen, so dass ein sehr hoher Wirkungsgrad erreicht wird. Zur
Zeit wird von der Sindelfinger Firma Solo ein Blockheizkraftwerk auf Basis eines
Stirling- Motors in Serie gefertigt. Dieses Stirling- Modul liefert eine elektrische
Leistung von 2-9 kW bei einem elektrischen Wirkungsgrad von 24 %. Der Ge-
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samtwirkungsgrad des BHKW liegt nach Angaben der Firma Solo bei 90 %.
Gute Marktchancen besitzt der HeifSluftmotor auch im Bereich der FCKW-
freien Kiélteerzeugung. Der Stirling- Motor kann némlich nicht nur als
Wirmekraftmaschine, sondern auch zum Heizen bzw. Kiihlen verwendet wer-
den. Wird der Motor von auflen mechanisch angetrieben, so arbeitet er je nach
Drehrichtung des Antriebs als Warmepumpe oder als Kéltemaschine. Vor allem
im Betrieb als Kéltemaschine finden sich zahlreiche technische Anwendungen.
Da Temperaturen von bis zu -190°C erreicht werden kénnen, eignen sich Stirling-
Motoren zur Kiithlung von Supraleitern, von Infrarotsensoren und zur Luft- oder
Erdgasverfliissigung.

Das Konzept der Stirlingmaschinen ist noch lange nicht beendet. Gerade in
der jetzigen Zeit, in der man immer mehr nach umweltschonenden und regene-
rativen Energiequellen sucht, stellt der Heilluftmotor ein erfolgversprechendes
Konzept dar. Die Entwicklung neuer Werkstoffe und Verfahren ist so weit
voran geschritten, dass die von Stirling vorhergesagte Ara bereits begonnen hat:

LAt remains for some skilled and ambitious mechanist in a future age to
repeat it under favourable circumstances and with complete success.“
Robert Stirling, 1876

VI Grundlagen

Wirkungsweise des Heif3luftmotors

Es gibt unterschiedliche Typen von Stirlingmotoren. Wegen des einfachen Auf-
baus wollen wir zunéichst das Funktionsprinzip des Stirlingmotors anhand eines
sogenannten y-Typ Heiluftmotors diskutieren (Abbildung 3 oben). Dieser Mo-
tor besitzt zwei separate Zylinder, die durch ein Rohr miteinander verbunden
sind. Beide Zylindern sind mit Luft gefiillt und nach aulen abgedichtet. Um den
Wirkungsgrad zu erh6hen, werden bei industriell gefertigten Motoren statt Luft
auch Edelgase oder Wasserstoff als Arbeitsgas verwendet. Wir werden spéter
noch darauf zuriickkommen.

Betrachten wir zunéchst den linken Zylinder (Abbildung 3 unten) des Heifluft-
motors. Der untere Bereich wird von auflen beheizt, der obere gekiihlt. Bei den
im Praktikum verwendeten Motoren erfolgt die Heizung elektrisch mit einer

Schwungrad

J

Kithlung

Verdranger-
kolben
Heizung
Verdranger-
kolben
Manometer

Verdréanger-
kolben

Abbildung 3: Oben: Aufbau eines v-Typ Stirlingmotors. Unten: Wirkungsweise
des Verdrdngers.
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Heizwendel und die Kiihlung durch eine Wasserkiithlung. Im Zylinder befindet
sich der sogenannte Verdrangerkolben der ungefihr die Hilfte des Zylindervo-
lumen einnimmt. Seine Aufgabe besteht darin, das Arbeitsgas zwischen dem hei-
Ben und dem kalten Bereich des Zylinders hin und her zu bewegen. Befindet sich
der Verdringerkolben im oberen Bereich, so hat er die Luft in den unteren, be-
heizten Bereich des Zylinders verdréangt. Umgekehrt wurde die Luft in den kalten
Bereich des Zylinders verdringt, wenn sich der Verdréingerkolben im unteren Teil
des Zylinders befindet. Beachten Sie, dass der Verdriangerkolben das Arbeitsgas
nicht komprimiert, sondern es nur zwischen den beiden Warmereservoirs hin und
her schiebt. Je nach Stellung des Verdréngers, wird das Gas einmal aufgeheizt
und im anderen Fall abgekiihlt. Befindet sich das Gas im geheizten Bereich,
so steigt auch der Druck im Zylinder. Hat dagegen der Verdrédnger die Luft in
den kalten Bereich verschoben, so kiihlt sich die Luft ab und der Druck sinkt.
Dieser ,,Heizzylinder ist nun mit einem weitern Zylinder, dem Arbeitszylinder,
iiber ein Rohr verbunden (Abbildung 3 oben). In ihm erfolgt die eigentliche
Kompression und Expansion des Gases durch den sogenannten Arbeitskol-
ben. Verdringerkolben und Arbeitskolben werden durch eine gemeinsame Kur-
belwelle gesteuert. Die Kolben sind so angeordnet, dass eine Kompression des
Gases dann erfolgt, wenn sich die Luft im kalten Bereich des Heizzylinder, und
damit iiber das Rohr auch im Arbeitszylinder, befindet. Das Arbeitsgas wird
demnach bei einem geringen Druck komprimiert. Nach der Kompression ver-
dréngt der Verdréngerkolben die Luft in den heiflen Bereich, der Druck steigt,
das Arbeitsgas expandiert und verschiebt den Arbeitskolben, so dass nach aufien
mechanische Arbeit verrichtet wird. Danach wird die Luft wieder abgekiihlt und
einen Teil der zuvor freigewordenen Arbeit dazu verwendet, dass Gas erneut zu
komprimieren. Der Kreisprozess beginnt von vorne.

Im Gegensatz zu dem -Typ Heiflluftmotor besitzt der - Typ Stirlingmotor
(Abbildung 4) nur einen Zylinder, in dem sowohl Arbeitskolben als auch Ver-
drangungskolben gemeinsam angeordnet sind. Das Funktionsprinzip entspricht
dem des y-Typ Heiflluftmotors, mit dem Unterschied, dass der Gaswechsel von
heifl nach kalt im Kompressionsraum nicht durch ein Rohr, sondern in einem
gemeinsamen Zylinder erfolgt. Dadurch verringert sich das Totvolumen und der
Wirkungsgrad steigt. Im Praktikumsversuch werden wir quantitative Messungen
nur am 3- Typ Stirlingmotor durchfithren. Ein y-Typ Motor steht zu Demons-
trationszwecken zur Verfiigung.

Abbildung 5 links zeigt den Stirling- Prozess im pV- Diagramm; rechts dane-
ben die entsprechenden Stellungen des Arbeits- und Verdringerkolbens. Beim

Heizung

Beheizter
Bereich
Verdrangungs-
kolben mit
Regenerator
Gekiihlter
Bereich
Arbeitskolben
Schwungrad

Abbildung 4: Aufbau eines B-Typ Stirlingmotors.

idealen Stirling- Prozess werden vier Zustandsédnderungen durchlaufen:

e 1 — 2 Isotherme Expansion: In Stellung 1 befindet sich der Ver-
driangungskolben ganz unten (unterer Totpunkt). Die Luft befindet sich
im heiflen Zylinderbereich und wird aufgeheizt. Bei der isothermen Ex-
pansion nimmt das Arbeitsgas die Wiarmemenge Q; auf, dehnt sich dabei
aus und verschiebt den Arbeitskolben gegen den Atmosphérendruck nach
unten, wobei vom Gas die Arbeit W; geleistet wird.

e 2 — 3 Isochore Abkiihlung: Der Verdringungskolben bewegt sich nach oben
und verdrangt das Arbeitsgas in den gekiihlten Bereich. Das Gas wird auf
die Temperatur To abgekiihlt und gibt dabei die Warmemenge Qo an das
Kiihlsystem ab.
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e 3 — 4 Isotherme Kompression: Der Arbeitskolben bewegt sich nach oben
und komprimiert die kalte Luft. Dabei wird vom Kolben die Arbeit W3
verrichtet. Die bei der Kompression freiwerdende Warmemenge Q3 wird an
das Kiihlsystem abgefiihrt.

e 4 — 1 Isochore Erwarmung: Der Verdréngerkolben bewegt sich nach unten
und schiebt das Arbeitsgas in den heiflen Bereich zuriick. Durch Aufnahme
der Wiarmemenge Q4 steigt die Temperatur wieder auf den Anfangswert
T;.

isotherme Expansmn

isochore
Erwarmung

-
Ll

1sochore
Abkuhlung

1sotherme Kompressmn

Hl

Abbildung 5: Links: pV- Diagramm des idealen Stirling Prozess. Rechts: Kor-
respondierende Stellungen des Arbeits- und Verdringungskolbens bei einem (-
Typ HeifSluftmotor.

Der ideale Stirling Prozess lésst sich technisch nicht realisieren. Eine isocho-
re Zustandsénderung setzt eine diskontinuierliche Kolbenbewegung voraus. Bei
den Zustandsénderungen 2 — 3 und 4 — 1 miisste der Arbeitskolben im Still-
stand verharren und nur der Verdriangerkolben bewegt werden. Zudem miissten

die Isothermen sehr langsam durchlaufen werden, so dass ein hinreichender
Wiérmeaustausch mit dem Heiz- bzw. Kiihlsystem gewiéihrleistet ist. Solch eine
Maschine konnte nur diskontinuierlich mit geringer Drehzahl arbeiten, womit
ein duferst unruhiger Lauf und sehr hohe mechanische Belastungen verbunden
waren.

Bei dem im Praktikum verwendeten Motor sind sowohl Arbeits- als auch Ver-
dréngerkolben iiber das Schwungrad direkt an die Kurbelwelle angekoppelt (Ab-
bildung 4). Beide Kolben weisen somit eine annihernd sinusférmige Bewegung
auf, wodurch ein ruhiger, belastungsarmer Lauf moglich ist. Zudem sind Arbeits-
und Verdréngungskolben um 90° phasenverschoben angeordnet, so dass der idea-
le Stirling- Prozess einigermaflen gut angenihert werden kann (Abbildung 6
links). Der Nachteil bei diesem kontinuierlich laufenden Kurbeltrieb liegt darin,
dass der Kreisprozess nicht in vier diskreten Zustandsdnderungen durchlaufen
wird, sondern dass es zu einer Uberlappung der einzelnen Takte kommt. So fin-
det beispielsweise bei der Expansion im Arbeitstakt 1 — 2 auch gleichzeitig ein
vorzeitiger Gasaustausch vom heiflen in den kalten Bereich statt und zu Beginn
des Kompressionstaktes 3 — 4 befindet sich noch nicht die gesamte Luft im
gekiihlten Teil des Motors. Diese Uberlappungen fithren zu einer Reduzierung
des Wirkungsgrads gegeniiber dem idealen Stirling- Prozess. Das pV-Diagramm
eines realen Heiflluftmotors zeigt daher deutliche Abweichungen vom idealen
Stirling- Prozess (Abbildung 6 rechts). Die starken Abrundungen im Bereich
der Isochoren gegeniiber dem idealen Prozess sind auf die kontinuierliche Bewe-
gung des Kolbens und die Triagheit der Warmeleitung zuriickzufiihren.

Funktion des Regenerators

Durch den Einsatz eines Regenerators kann die Effizienz des HeifSluftmo-
tors erheblich gesteigert werden. Um dies zu verstehen, blicken wir nochmals
auf die Funktion des Verdridngungskolbens zuriick. Der Verdringungskolben
hat die Aufgabe das Arbeitsgas periodisch zwischen dem geheizten und dem
gekiihlten Bereich zu bewegen. Im Takt 2 — 3 der isochoren Abkiihlung
bewegt sich der Verdringerkolben nach oben und schiebt das Arbeitsgas in den
gekiihlten Bereich.

Beim ,,Gasaustausch® ist es zum einen wichtig, dass die Temperaturinderung
des Arbeitsgases moglichst rasch erfolgt und zum anderen, dass die von auflen
zugefithrte Warme dem System nicht vollig verlorengeht. Beides wird mit
dem Regenerator erreicht, der als Kurzzeitwiarmespeicher wirkt. Der Ver-
driangungskolben besitzt in axialer Richtung eine Offnung, die mit Kupferwolle
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Abbildung 6: Links: Kurbelwellendiagramm eines Heiffluftmotors. Die ge-
punktete Kurve verdeutlicht die diskontinuierliche Kolbenbewegung des idealen
Stirling- Prozesses, die durchgezogene Linie die kontinuierlich laufende Bewe-
gung bei einem Kurbeltrieb. Die Bezeichnungen OT/UT an der Ordinate kenn-
zeichnen den oberen bzw. unteren Totpunkt, d.h. die Umkehrpunkte der jeweili-
gen Kolbenbewegungen. Rechts: Gemessenes pV- Diagramm des im Praktikum
eingesetzten Heiffluftmotors. Die von der Kurve eingeschlossene Fliche ent-
spricht der pro Zyklus in mechanische Arbeit iberfiihrten Wirmeenergie.

gefiillt ist. Bewegt sich der Verdrénger nach oben, so strémt die heifle Luft
durch den Regenerator und gibt dabei einen Grofiteil der Wérme an die
Kupferwolle ab. Diese Wéarme wird im Regenerator gespeichert, so dass das
Arbeitsgas auf dem Riickweg 4 — 1 vom kalten in den heiflen Bereich, sich
einen Grofteil der zuvor abgegebenen Wiarme aus der Kupferwolle zuriickholen
kann. Diese Warmemenge wird demnach nicht an das Kiihlsystem abgefiihrt,
sondern bleibt innerhalb des Kreisprozesses erhalten. Mit einem idealen Rege-
nerator erreicht der Wirkungsgrad des Stirling- Motors den maximal mdoglichen
Wirkungsgrad einer periodisch arbeitenden Warmekraftmaschine! Wir werden
bei der Berechnung des Wirkungsgrades noch darauf zuriickkommen.

Thermodynamische Beschreibung des Stirling- Prozesses

Nach dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik fithrt die einem System

zugefithrte Wirmemenge dQ zu einer Anderung der inneren Energie dU sowie
zur Verrichtung einer Volumenarbeit pdV:

dQ = dU + pdV (1)

Bei einem idealen Gas beschreibt die innere Energie allein die Bewegungsener-
gie der Gasmolekiile. Eine Erhohung der inneren Energie fithrt somit zu einem
Temperaturanstieg. Mit Hilfe der molaren Wérmekapazitiat Cy ergibt sich

dQ = CyvdT + pdV,

wobei v die Gasmenge in mol bezeichnet.

Beim Stirling’schen Kreisprozess werden, wie in Abbildung 5 dargestellt, vier
Zustandsénderungen durchlaufen. Wir wollen im Folgenden fiir jeden Takt die
Energiebilanz (2) aufstellen und daraus den Wirkungsgrad des idealen Stirling-
Prozesses berechnen:

(2)

1. Bei der isothermen Expansion wird dem Heizsystem die Warmemenge (1
entzogen. Da die Temperatur konstant bleibt, wird diese Warmemenge

vollstédndig in mechanische Volumenarbeit umgewandelt.
dQ, = pdV. (3)

Mit Hilfe der Zustandsgleichung des idealen Gases

pV =vRT, (4)
wobei R die ideale Gaskonstante darstellt, ergibt sich fiir (3)
av

Durch Integration von Vi bis V5 (siehe Abbildung 5) ergibt sich schliefilich
fiir die Warmemenge 1

Va

Ql = I/RTl / ﬂ = VRTl In E (6)

w V Vi
Da bei der isothermen Zustandsinderung die zugefithrte Warmemenge
vollstédndig in Volumenarbeit W umgewandelt wird, gilt fiir die bei diesem
Motortakt geleistete Arbeit

Vs
Wi =vRI1In—.
1 14 1DV1

(7)

© Dr. J.Wagner - Physikalisches Anféngerpraktikum - V. 1.3 Stand 1/2018

7



Physikalisches Anfangerpraktikum der Universitit Heidelberg - Praktikum II

Versuch 222 HeifSluftmotor

2. Bei der isochoren Abkiihlung wird wegen dV = 0 keine Volumenarbeit ge-
leistet. Temperaturdnderungen wirken sich daher nur auf die innere Energie

aus:
dQy = —CyvdT. (8)

Durch Integration ergibt sich

T2
Qs = —CVI// dT' = —Cyv(Ty — T3), 9)

T

wobei dieser Ausdruck negativ ist, da Wirme nach aufilen abgefiihrt wird.?
Die mechanische Arbeit W5 ist bei diesem Motortakt Null:
Wy = 0. (10)

3. Bei der isothermen Kompression gelten die gleichen Uberlegungen wie bei
der isothermen Expansion. Zu beriicksichtigen ist lediglich, dass die Kom-
pression bei diesem Motortakt bei der Temperatur T erfolgt und die Rich-
tung der Integration iiber das Volumen entgegengesetzt von V» nach V;
verlauft. Fiir die nach auflen abgefithrte Warmemenge ergibt sich:

Va

Qg = —VRT2 In Vl

(11)

und fiir die Volumenarbeit

W3 = —vR15In %,

(12)

4. Auch hier gelten die gleichen Uberlegungen wie unter 2. Die vom Gas auf-
genommene Wirmemenge (4 betrigt

Q4 = Cvl/(Tl — Tg) (13)
und es wird keine mechanische Arbeit verrichtet.
Wi=0 (14)

2Vorzeichenkonvention: Negative Vorzeichen treten bei Termen auf bei denen Wirme nach
auflen abgefiihrt wird oder wenn dem Gas von auflen Arbeit zugefiihrt wird (Kompression).
Leistet das Gas nach aulen Arbeit oder wird Warme zugefiihrt, sind die entsprechenden Terme
positiv.

Die vom Heiflluftmotor geleistete Nutzarbeit Wy ergibt sich aus dem Kurven-
integral {iber den gesamten Kreisprozess.
Wy = f pav (15)

Da nur beim Durchlaufen der Isothermen Arbeit geleistet wird, ist die Nutzar-
beit gerade die Summe der Teilarbeiten in den Takten 1 — 2 und 3 — 4:

Vs Vs
Wy =W, + W3 = vRT, In —2 — vRT, In -2
Wi Wi

Va
WN ZI/R(Tl — Tg) ln —_
%1

(16)

Die Nutzarbeit ist demnach umso grofier, je grofier die Temperaturdifferenz und
je grofer das Kompressionsverhiltnis V5 /V] ist.
Der ideale thermische Wirkungsgrad einer Wérmekraftmaschine ist definiert
durch das Verhiltnis der Nettoarbeit Wy zur aufgenommenen Wirmemenge
Q+

Wy

Nth = ? (17)

Betrachten wir zunéchst einen HeifSluftmotor ohne Regenerator und be-
rechnen zur Bestimmung des thermischen Wirkungsgrads die aufgenommene
Wirmemenge QV. Im Takt 2 — 3 wird das Arbeitsgas isochor abgekiihlt und
die Wirme dem Kiihlwassersystem zugefiihrt. Diese Abwérme geht ohne Rege-
nerator dem System verloren, so dass bei der isochoren Erwidrmung im Zyklus
4 — 1 die benotigte Wérme erneut aus dem Heizsystem entnommen werden
muss. Die wihrend des Kreisprozesses insgesamt aufgenommene Wirmemenge
Q7 setzt sich somit aus zwei Beitrigen zusammen, namlich aus den zugefiihrten
Warmemengen bei der isothermen Expansion und der isochoren Erwérmung:
L B v,

QT =Q1+Qs=vRTy 1H71+OVV(T1 —Ts). (18)
Zusammen mit Gleichung (16) erhalten wir nach einigen Umformungen fiir den
thermischen Wirkungsgrad
(- )

)

W
Nth = ? =

(19)
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Wie man dieser Gleichung entnehmen kann, hingt der Wirkungsgrad von
der Temperaturdifferenz, vom Kompressionsverhéltnis aber auch von der Art
des verwendeten Gases ab. Im Nenner steht das Verhéltnis der molaren
Wirmekapazitit und der Gaskonstante. Nach dem Aquipartitionsprinzip ent-
spricht dieses Verhéltnis gerade der halben Anzahl der Freiheitsgrade der Gas-
molekiile. Um einen hohen Wirkungsgrad zu erzielen, werden daher bei indus-
triell gefertigten Motoren, hdufig Edelgase als Arbeitsmedium eingesetzt. Diese
haben als einatomige Gase nur drei Freiheitsgrade und besitzen daher die kleins-
ten molaren Warmekapazitéiten.

Durch die Verwendung eines Regenerators kann der Wirkungsgrad des Heif3luft-
motors deutlich gesteigert werden. Mit diesem wird die Abwérme der isochoren
Abkiihlung im Takt 2 — 3 nicht an das Kiihlwasser abgefiihrt, sondern im Re-
generator (Kupferwolle) gespeichert. Ein idealer Regenerator kann die gesamte
Wirme zwischenspeichern und bei der isochoren Erwarmung im Zyklus 4 — 1
dem Arbeitsgas wieder zufithren. Somit bleibt dieser Warmebeitrag im System
erhalten. Die einzige duflere Warmezufuhr erfolgt dann nur bei der isothermen
Expansion, so dass fiir die insgesamt aufgenommene Wirmemenge Q™ gilt:

QT =Q,=vRT1In % (20)

1
Mit Gleichung (16) erhdlt man fiir den thermischen Wirkungsgrad 775/1 des
Stirling- Prozesses mit einem idealen Regenerator

W T —T.

rR_WNn 11 2
Nth = Q+ - Tl . (21)
Somit erreicht der Stirling- Prozess den gleichen Wirkungsgrad wie der Carnot-
Prozess und damit den maximal moglichen Wirkungsgrad, den eine periodisch

arbeitende Wiarmekraftmaschine iiberhaupt erreichen kann.

Betrieb des Heilluftmotors als Warmepumpe und Kéltemaschine

Der Stirling’sche Kreisprozess ist einer der wenigen Kreisprozesse, der
umkehrbar ist. Wird das Schwungrad des Motors von auflen angetrieben, so
kann dieser auch als Kiltemaschine oder Warmepumpe betrieben werden.

Bei einem dufleren Antrieb wird der Kreisprozef3 im pV- Diagramm in um-
gekehrter Richtung, d.h. entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen®. In diesem

3Der Drehsinn bezieht sich hier auf das Durchlaufen des Prozesses im pV-Diagramm und
hat nichts mit der Drehrichtung der Kurbelwelle zu tun!

p T>T,

A @

Q=Q;tW

Q T2 @ Kiltemaschine Wérmepumpe
\% W W

Abbildung 7: Links: Beim Betrieb des Heiffluftmotors als Kdiltemaschine oder
Wirmepumpe wird das pV- Diagramm links herum durchlaufen. Rechts: Ener-
giebilanz von Kiltemaschine und Wiarmepumpe.

Fall kehren sich die Richtungen aller Energiestrome um. Beim Betrieb als
Kéltemaschine wird dem zu kiithlenden Bereich die Wéarmemenge Q2 entzogen
und dem Wirmereservoir die Wirmemenge Q1 = W + Q2 zugefiihrt (Abbil-
dung 7). W bezeichnet dabei die von aulen zugefithrte mechanische Arbeit.
Der im Praktikum verwendete Motor arbeitet als Kéltemaschine, wenn er im
Uhrzeigersinn von auflen angetrieben wird. Dabei sinkt die Temperatur im obe-
ren Raum und die Kiihlwassertemperatur steigt. Wird der Motor entgegen dem
Uhrzeigersinn betrieben, so arbeitet er als Warmepumpe. Dabei sinkt die Tem-
peratur des Kiihlwassers und der obere Bereich des Motors wird aufgeheizt.
Der Wirkungsgrad einer Kéltemaschine ldsst sich durch das Verhéltnis der der
kalten Seite entzogenen Wirmemenge Q)2 zur zugefithrten mechanischen Arbeit
W definieren:
&1

W T -1
Die Effizienz einer Warmepumpe wird durch die sogenannte Leistungsziffer e
charakterisiert:

(22)

Q1
= ) 23
‘Tw (23)
Die Berechnung diese Ausdrucks ldsst sich analog wie bei der

Wiérmekraftmaschine durchfithren, sie hidngt nur von den Temperaturen
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der beiden Wéarmereservoirs ab:

=Ty

€ >1 !

VII Durchfithrung des Versuchs

Sicherheitshinweise:

e Lassen Sie den Heilluftmotor niemals unbeaufsichtigt laufen.

e Der beheizte Bereich des Motors wird sehr heifl. Achten Sie beim Umgang
mit dem Motor, dass Sie diese Bereiche nicht beriihren.

e Verwenden Sie bei allen Strom- und Spannungsmessungen ausschliefilich
die vollisolierten Sicherheits- Messleitungen.

e Der Motor darf nur bei eingeschalteter Wasserkiithlung betrieben werden.

e Die Heizwendel des Keramik-Zylinderkopfs darf nur bei laufendem Motor
bis zur Gelbglut erhitzt werden. Im Fall eines Stillstandes, werfen Sie den
Motor rasch wieder an oder schalten Sie das Netzteil aus.

e Der Heizstrom des Teflon-Zylinderkopf darf 6 A nicht iibersteigen (Anzeige
am Amperemeter maximal 1,2 A).

e Der Betrieb des Motors als Warmepumpe oder Kéltemaschine darf nur bei
montierter Riemenabdeckung erfolgen.

e Die Drehzahl soll nicht kleiner als 2,5 s~! und nicht gréfer als 7,0 s~ sein.

Aufbau des Heiflluftmotors

Der im Praktikum eingesetzte Heifjluftmotor besteht aus einem Glaszy-
linder, in dem sowohl Arbeits- als auch Verdrangerkolben vertikal angeordnet
sind. Beide Kolben werden durch eine gemeinsame Kurbelwelle gesteuert, wobei
der Verdriangerkolben dem Arbeitskolben um 90° vorauseilt. Der untere Teil des
Zylinders ist doppelwandig und wird mit Kiihlwasser versorgt. Die Temperatur
des zuflieBenden als auch des abflieBenden Wassers konnen mit Hilfe von

Thermoelementen gemessen werden. Zusétzlich wird die Durchflussmenge mit
einem elektronischen Durchflussmengenmessgerit angezeigt.

Der Heiflluftmotor ist mit einem abnehmbaren Zylinderkopf ausgestattet. Beim
Betrieb als Warmekraftmaschine wird auf den Zylinder ein elektrisch beheizba-
rer Kopf montiert, der den oberen Bereich des Motors heizt. Die Heizleistung
kann mit Hilfe eines externen Netzteils stufenlos eingestellt werden (max. 300 W)
und mit Hilfe von zwei Multimetern gemessen werden. Das Amperemeter ist nur
fiir einen Dauerstrom von 10 A ausgelegt. Da im Betrieb hohere Strome auf-
treten, ist vor dem Amperemeter ein Stromwandler geschaltet, der den Strom
um das Fiinffache reduziert. Der tatséchliche flieBende Strom ist daher um einen
Faktor fiinf hoher als das Amperemeter anzeigt. Beim Betrieb als Warmepumpe
bzw. Kéltemaschine kann der geheizte Kopf durch einen anderen Zylinderkopf
ausgetauscht werden. In diesem Kopf ist ein Reagenzglas montiert, das in den
Motor hineinreicht. Das Reagenzglas wird mit Wasser gefiillt und die Tempera-
tur des Wassers mit einem weiteren Thermometer gemessen. Der Antrieb fiir die
Wirmepumpe/Kiiltemaschine erfolgt iiber einen Riemenantrieb des Schwungra-
des mittels eines Elektromotors. Achten Sie unbedingt darauf, dass alle rotieren-
den Teile und der Antriebsriemen durch die Riemenabdeckung geschiitzt sind.
Die Leistung des Elektromotors kann durch ein separates Netzteil variiert wer-
den und durch eine Strom- und Spannungsmessung bestimmt werden.

Der Verdréngerkolben ist wie der Zylinder aus Glas gefertigt und auf einer was-
sergekiihlten Aluminiumplatte montiert. Der Zu- und Abfluss des Kiihlwassers
erfolgt durch ein koaxiales Rohr in der Pleuelstange. Diese zusétzliche Kiihlung
erhoht die Effizienz des Wirmeaustauschs mit dem kalten Warmereservoir. In
axialer Richtung besitzt der Verdringer eine Offnung, die mit Kupferwolle gefiillt
ist und als Regenerator wirkt.

Zur Darstellung von pV- Diagrammen werden Druck und Volumen gemessen.
Die Volumenmessung beruht auf der Messung der Auslenkung des Arbeitskol-
bens: An der Unterseite des Arbeitskolbens ist eine Schnur befestigt, die iiber
eine Umlenkrolle und eine Reibscheibe ein Potentiometer antreibt. Somit wird
die Bewegung des Kolbens in eine korespondierende Drehung des Potentiome-
ters iibertragen. Die Druckmessung im Kompressionsraum erfolgt mit Hilfe
eines elektronischen Drucksensors. Das Potentiometer und der Drucksensor
werden mit einem Interface ausgelesen und mit Hilfe einer speziellen Software
(Cassy) auf einem Computer dargestellt.

Inbetriebnahme der Wasserkiihlung
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Schalten Sie zunéchst die Wasserkiihlung ein: Damit beide Motoren gekiihlt
werden, miissen die Kugelhdhne des jeweiligen Motors an der Wandinstallation
geoffnet sein. Der Hahn D steuert den Kiihlkreislauf des - Heiflluftmotors und
muss wihrend der Versuchsdurchfithrung geschlossen bleiben. Kontrollieren Sie
den Wasserfluss mit Hilfe des Durchflussmessers. Durch zweimaliges Driicken
der Taste Funktion und anschlieendem Driicken der Taste <« wird der
Durchfluss in ml/min angezeigt. Die Durchflussmenge soll im Bereich von
200 ml/min bis 300 ml/min liegen.

Kontrollieren Sie, ob der Motor ausreichend geschmiert ist. Auf der Innenseite
des Glaszylinders muss ein deutlicher Olfilm sichtbar sein. Ist dies nicht der
Fall, wenden Sie sich an den Assistenten.

Machen Sie sich bevor Sie mit der ersten Messung beginnen, mit der
Bedienung der Software ,, CASSY Lab“ und ,, Thermolink“ vertraut.

1. Betrieb des Heiflluftmotors als Kéiltemaschine und quantita-
tive Bestimmung der Kilteleistung

Wird der Heilluftmotor als Kéltemaschine betrieben, so wird dem oberen Teil
des Zylinders pro Umlauf die Wirme Q2 entzogen und dem Kiihlkreislauf
die Wirme @ zugefithrt. Da der Warmefluss vom kélteren zum wéirmeren
Reservoir nicht selbststindig ablduft, muss dafiir pro Umlauf die mechanische
Arbeit W), aufgewendet werden. Fiir die an das Kiihlsystem abgegebene
Wiirme gilt im idealen Fall: Q1 = Q2 + W)y

In diesem Versuchsteil sollen Sie @1, Q2 und Wy, experimentell bestimmen und
den Wirkungsgrad

_ @
n= W—M (25)

berechnen.

Die dem oberen Teil des Zylinders entzogene Warme Q2 wird durch eine Kom-
pensationsmessung bestimmt. Mit Hilfe einer Heizwendel wird die Temperatur
des Zylinderkopfes konstant gehalten. Dadurch wird die von der Kéltemaschine
abgefithrte Warme kompensiert: Die von der Heizung pro Umlauf zugefiihrte
elektrische Arbeit Wy entspricht dann gerade der dem Zylinderkopf von der
Kaltemaschine entzogenen Warme Qo:

Unln
f )

wobei Uy und Iy die Heizspannung und den Heizstrom bezeichnen und f fiir

die Motordrehzahl steht.

Die an das Kiihlwasser abgegebene Wérme )1 wird mit Hilfe der kalorischen

Zustandsgleichung

Q2=Wg =

(26)

prwATV
Q=W
f

berechnet. Hierbei bezeichnet cy und p die Wérmekapazitét und Dichte von
Wasser (cy=4180 J/(kg K)), AT = T.,, — Ty und V die Temperaturdifferenz
von Zu- und Ablauf und den Volumenstrom des Kiihlwassers.

Die pro Umdrehung zugefiihrte mechanische Arbeit ldsst sich durch eine Strom-
und Spannungsmessung des elektrischen Antriebsmotors bestimmen:

(27)

_ Unmin
f
Dabei ist zu beachten, dass auch der Elektromotor einen Wirkungsgrad

kleiner als Eins besitzt. Sie sollten dies bei der Diskussion Ihrer Ergebnisse
beriicksichtigen.

W (28)

Durchfiihrung:

Montieren Sie den Teflon-Zylinderkopf mit der Heizwendel auf den
Motor. Uberpriifen Sie anschliefend ob die Heizwendel nicht den Verdringer
beriihrt und ziehen Sie gleichméfig und nicht zu fest die Muttern an. Im
Zylinderkopf ist ein Thermoelement eingebaut, mit dem die Temperatur
im Zylinder gemessen werden kann. Verbinden Sie das Anschlusskabel des
Thermoelements mit dem Digitalthermometer an der Medientafel (Anschluss
T3). Schliefien Sie den Heizkopf an das Netzteil an. Das Netzteil ist in der Regel
bereits mit der Medientafel verbunden. Stellen Sie den Bereichsschalter
des Amperemeters auf 20 A AC und den Spannungsbereich des
Voltmeters auf 20 V AC.Zwischen dem Amperemeter und dem Netzteil
ist ein Stromwandler geschaltet. Dadurch zeigt das Amperemeter nur 1/5 des
tatséchlich flieBenden Stroms an.

Spannen Sie den Antriebsriemen iiber das Schwungrad des Motors und an der
Seite des Elektromotors iiber die Riemenscheibe. Anschlieflend ist die Rie-
menabdeckung zu montieren.
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Die Stromausgangsbuchsen des Motornetzteils miissen Sie an das analoge Dre-
heiseninstrument anschlieen und die Spannungsbuchsen an das daneben liegen-
de Multimeter. Schalten Sie den Computer ein und starten Sie das Programm
Thermolink“ zum Auslesen des Digitalthermometers. Zeichnen Sie die Tempe-
raturen des Kiihlwassers und die Temperatur im oberen Teil des Motors auf.
Starten Sie nach kurzem Abwarten den Elektromotor: Schalten Sie den Netz-
schalter auf der Riickseite ein und wihlen Sie die gewiinschte Drehrichtung (kalt,
warm) auf der Frontseite aus. Drehen Sie dann den Einstellregler nach rechts
auf maximale Drehzahl. Durch Betéatigung des Hauptschalter auf der Frontseite
startet der Motor.

Die Temperatur im oberen Teil des Motors beginnt zu sinken. Versuchen Sie
nun durch die elektrische Heizung die Temperatur wieder auf den urspriinglichen
Wert einzustellen: Drehen Sie den Einstellregler am Heizungs- Netzteil auf Null-
stellung und schalten Sie dann das Netzteil ein. Erhthen Sie nun langsam die
Heizleistung bis die Temperatur wieder auf den Anfangswert angestiegen ist.

Achtung:
Der maximale Heizstrom darf 6 A nicht iibersteigen!
Anzeige Amperemeter maximal 1,2 A!

Der Temperaturanstieg erfolgt nicht spontan sondern mit einer Zeitverzégerung.
Sie miissen daher nach jeder Leistungseinstellung abwarten bis sich die Tempe-
ratur stabilisiert hat und dann nachregeln. Auf keinen Fall darf die Heizleistung
zu grof} eingestellt werden !

Wenn Sie den urspriinglichen Temperaturwert wieder iiber einen ldngeren Zeit-
raum erreicht haben, protokollieren Sie die Heizleistung Wy und die Durch-
flussmenge V des Kiihlwassers (Mittelwerte bilden!). Die Temperaturdifferenz
des Kiihlwassers ist sofort aus der grafischen Aufzeichnung zu bestimmen.

Die von auflen zugefithrte mechanische Leistung Wy, wird in der néchsten
Aufgabe bestimmt.

2. Betrieb als Ké&ltemaschine und Warmepumpe

Bei dieser Teilaufgabe soll der Betrieb des Heiflluftmotors als Kéltemaschine
und Wiarmepumpe qualitativ untersucht werden. Durch Bestimmung der ,,Ge-
frierwérme“ von Wasser soll zusétzlich der Wirkungsgrad der Kiltemaschine
abgeschitzt werden.

Stecken Sie den Zylinderkopf mit dem Reagenzglas auf den Motor. Ach-
ten Sie darauf, dass der Kopf plan sitzt und das Reagenzglas nur so weit in
den Verdréingerkolben eintaucht, dass es nicht vom Verdrédnger beriithrt wird.
Um dies zu iiberpriifen, drehen Sie den Verdrénger mit Hilfe des Schwungrades
vorsichtig in den oberen Totpunkt. Wenn die Position in Ordnung ist, ziehen Sie
die Zylinderkopfmuttern gleichméflig an. Messen Sie mit der Pipette ungefihr
1 ml Wasser ab und fiillen dieses in das Reagenzglas und stecken Sie zusétzlich
den Temperaturfithler mit hinein. Achten Sie darauf, dass das Thermometer
moglichst zentrisch sitzt und nicht an den Rand des Reagenzglases stof3t.

Starten Sie das Programm , Kéltemaschine.lab“ sowie das Programm ,, Thermo-
link“ zum Auslesen des Digitalthermometers. Moglicherweise ist das Programm
noch geoffnet. Vor erneutem 6ffnen das Programm erst schliefen. Beginnen Sie
mit der Aufzeichnung der Temperatur des Wassers im Reagenzglas und des
Kiihlwassers zunéchst ohne dass der Motor lduft. Nach einigen Minuten kénnen
Sie dann den Motor starten.

Protokollieren Sie die Motorleistung durch eine Spannungs- und Strommessung.

Lassen Sie den Motor als Kéltemaschine mindestens 10 bis 15 Minuten laufen,
bis die Temperatur deutlich unter 0°C gefallen ist und sich nicht mehr &ndert.
Stoppen Sie dann das Messprogramm (Motor nicht abschalten !) und drucken
Sie den Temperaturverlauf aus. Gegebenenfalls sollten Sie interessante Kurven-
verldufe vergroflert darstellen und separat ausdrucken. Drucken Sie ebenfalls
den Temperaturverlauf des Kiihlwassers aus. Bestimmen Sie anschlieflend die
Drehzahl mit dem optischen Drehzahlmessgerét.

Betreiben Sie unmittelbar danach den Motor als Warmepumpe. Starten Sie
zunéchst wieder die beiden Programme und anschliefend den Motor. Schalten
Sie den Drehrichtungsschalter auf ,warm*®. Messen Sie erneut den Temperatur-
gang des Wassers im Reagenzglas und den Temperaturverlauf des Kiithlwassers.

3. Betrieb als Wirmekraftmaschine

In diesem Versuchsteil wird der Heiflluftmotor als Wéarmekraftmaschine
betrieben. Der Motor wird mit Hilfe einer Heizwendel und unter Zufithrung
der elektrischen Energie Q.; von auflen beheizt. Bei der Beheizung des Motors
treten bereits Verluste auf, die dazu fithren, dass ein Teil der zugefiihrten
Wiérme gar nicht in den Kreisprozess mit einflielen. Vor allem bei dem im
Praktikum verwendeten Motor sind diese erheblich. Um Thnen einen Einblick
in das Funktionsprinzip des Motors zu geben, sind die wesentlichen Teile
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dieses Demonstrationsmotors aus Glas gefertigt. Dadurch treten sehr grofe
Verluste bedingt durch Wérmeabstrahlung und Wirmeleitung auf. Bezeichnen
wir diese Verluste durch @Q,, so wird effektiv nur die Warme Q. — @, in den
Kreisprozess von auflen eingekoppelt. Ein Teil dieser Wéarme wird von dem
Motor in mechanische Energie Wi,.., umgewandelt. Diese kann zum einen
durch Aufnahme des pV- Diagramms und Vermessung der eingeschlossenen
Flache bestimmt werden und zum anderen durch eine Drehmomentmessung
an der Motorachse. Neben der Umwandlung in mechanischer Energie, flieit
ein grofler Teil der zugefithrten Warme ,ungenutzt® in den Kiihlkreislauf.
Diese Abwirme wird im folgenden durch Q,; bezeichnet. Desweiteren kommen
Reibungsverluste Qg durch Kolben und Lager hinzu. Die Energiebilanz des
Heiflluftmotors lasst sich somit wie folgt angeben:

Qel = Qv + Winech + Qab + QR-

Experimentell kénnen die Groflen Qep, Wineen und Qg unmittelbar bestimmt
werden. Die Verluste ), und Qg lassen sich allerdings nicht ohne gréfieren Auf-
wand messen. Diese sind durch eine Differenzmessung abzuschétzen. Bezeichnen
wir die allgemeinen Verluste durch Qy = @, + Qr so gilt nach (29):

QV = Q'U + QR = Qel - Qab — Winech-

Die pro Motorzyklus von auflen zugefithrte Wiarme, wird aus der elektrischen
Heizleistung und der Motordrehzahl f bestimmt:

Py _IU

o
Die an das Kiihlwasser abgegebene Warme @, wird wie bei Aufgabe 1 mit Hilfe
der kalorischen Zustandsgleichung

(29)

(30)

Qer = (31)

CWw PW ATV

Qab = f

(32)
berechnet.

Die mechanische Arbeit W,,een, wird durch zwei Methoden bestimmt. Die Auf-
nahme des pV- Diagramms und Berechnung der Fliche erfolgt mit einem Com-
puter. Hieraus lésst sich die Arbeit Wy bestimmen.

Bei der zweiten Methode wird die abgegebene Arbeit Wp durch eine Drehmo-
mentmessung an der Motorachse mit Hilfe eines Pronyschen Bremszaums be-
stimmt. Dieser besteht aus zwei holzernen Bremsbacken, die an der Motorwelle

montiert werden. Mit Hilfe zweier Schrauben kann eine variable Bremskraft auf
die Welle ausgeiibt werden. Zur Messung des Drehmomentes wird der Brems-
zaum in einen Kraftmesser eingehdngt und so ausgerichtet, dass der Bremszaum
waagrecht ausgerichtet ist und der Kraftmesser senkrecht dazu héngt. In diesem
Fall gilt fiir das Drehmoment D:

D =1F, (33)
wobei [ die Lange des Bremszaums von der Motorachse bis zur Aufhdngung des
Kraftmessers ist und F' die Kraft. Fiir die pro Motorzyklus abgegebene Arbeit
Wp gilt somit:

bzw. fiir die Leistung
PD = WD f7

wobei f die Drehzahl des Motors ist.

Statt des Kraftmessers konnen Sie auch eine Waage benutzen. Dies hat den
Vorteil, dass der Bremszaum nicht ausgerichtet werden muss. Allerdings , fla-
ckert“ die Anzeige etwas. Probieren Sie aus, welche Methode Thnen lieber ist.

(35)
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Kraftmesser

Abbildung 8: Bestimmung der mechanischen Arbeit durch eine Drehmoment-
messung an der Motorwelle.

Durchfiihrung:

Montieren Sie den Keramik-Zylinderkopf mit der Heizwendel auf den
Motor. Schlieflen Sie den Heizkopf an das Netzteil an.

Entfernen Sie die Riemenabdeckung und den Antriebsriemen. Positionieren Sie
den Verdriingerkolben in den unteren Totpunkt und schalten Sie das Netzteil
bei maximaler Leistungsabgabe ein. Lassen Sie die Heizwendel ungeféihr fiinf
Sekunden vorglithen und werfen Sie dann das Schwungrad des Stirlingmotors
im Uhrzeigersinn von Hand an. Vorsicht: Klemmen Sie nicht Thre Finger ein!
Wiederholen Sie die Anwerfversuche so lange, bis der Motor von selbst lduft.
Sobald der Motor rund lduft, verringern Sie die Leistung, indem Sie den Heiz-
strom reduzieren. Der Maximalstrom ist am Aufbau angegeben. In der Zeit,
in der sich der Motor nun einlduft, kiimmern Sie sich um die Bedienung der
Software: Starten Sie das Programm ,, Heiflluftmotor.lab“ auf dem Desktop und
schauen Sie sich zum Kennenlernen der Software das Volumen bzw. den Druck
als Funktion der Zeit an. Nehmen Sie ein pV-Diagramm auf und bestimmen Sie
zur Ubung die eingeschlossene Fliche. Zur Dokumentation des Funktionsprin-

zips des HeiBluftmotors drucken Sie in einem gemeinsamen Diagramm ein p(t)-
und V(t)- Diagramm aus.

Wenn der Motor eingelaufen ist, messen Sie den Heizstrom und die Heizspan-
nung, den Kiihlwasserdurchsatz und die Motordrehzahl. Die Temperaturen T,
und T, konnen mit dem Programm Thermolink ausgelesen und grafisch aus-
gewertet werden. Die Motordrehzahl sowie die Fliche des pV-Diagramms ist
mindestens dreimal zu messen.

Messen Sie anschlieend die real abgegebene Arbeit Wp durch eine Drehmo-
mentmessung. Losen Sie die Schrauben des Prony- Zaums, so dass sich dieser
leichtgingig auf die Achse des laufenden Motors schieben ldsst. Héngen Sie
den Federkraftmesser in den Bremszaum ein und ziehen Sie die Schrauben so
an, dass eine Kraft von ungefihr 0,8 N wirkt. Durch Variierung der Hohe des
Federkraftmessers wird der Prony- Zaum in der Horizontalen gehalten. Da es
passieren kann, dass der Bremszaum von der Welle fillt, miissen Sie diesen
mit einer Stange sichern. Lassen Sie den Motor nun einige Zeit einlaufen und
korrigieren Sie die waagrechte Lage des Prony- Zaums nach. Protokollieren Sie
die Drehzahl, die elektrische Leistung und die Fliche des pV- Diagramms und
messen Sie zusétzlich die Bremskraft. Die Motordrehzahl sowie die Fliche des
pV-Diagramms sollte wieder mindestens dreimal gemessen werden. Wiederho-
len Sie diese Messungen fiir insgesamt vier verschiedene Bremskriifte (0,8 N bis
0,2 N in Schritten von 0,2 N).

Statt des Kraftmessers konnen Sie fiir die Drehmomentmessung auch die Waage
verwenden. In diesem Fall miissen Sie auf die Metallstange am Ende des Brems-
zaums den Gummistopfen aufstecken und diesen zentrisch auf den Teller der
Waage platzieren. Zusitzlich miissen Sie das Gewicht des Stopfens messen und
dieses von Thren Messwerten abziehen.

Achten Sie darauf, dass Sie den Motor nicht abwiirgen. Im Fall eines Stillstandes
werfen Sie den Motor rasch wieder an oder schalten das Netzteil aus!

VIII Auswertung

1. Betrieb als Kiltemaschine

Berechnen Sie aus der Kompensationsmessung die Kélteleistung des Motors.
Stellen Sie mit Hilfe der in Aufgabe 2 gemessenen Leistung des Elektromotors
die Energiebilanz auf und diskutieren Sie gegebenenfalls die Diskrepanz.
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2. Betrieb als Kiltemaschine und Wirmepumpe

Interpretieren Sie den Temperaturverlauf des Wassers im Reagenzglas beim
Betrieb des Motors als Kéltemaschine und Wéarmepumpe. Gehen Sie dabei
auch auf den Temperaturverlauf des Kiihlwassers ein. Schétzen Sie aus der
Gefrierzeit des Wassers die Kilteleistung der Kéltemaschine ab und vergleichen
Sie diesen mit dem Wert, den Sie in Aufgabe 1 bestimmt haben (spezifische
Schmelzwéirme Ap,0=335 J/g). Warum verlduft der Aufheizvorgang des
Wassers viel schneller als der Abkiihlvorgang?

3. Betrieb als Wirmekraftmaschine

Berechnen Sie aus den Messdaten der Leerlaufmessungen folgende Grofien

[T Pa | Qe [ Pav [ Qabo | Ppv | Quv | min |

Der reale thermische Wirkungsgrad 7, berechnet sich aus dem Verhé&ltnis der
mechanischen Arbeit Wy, und der zugefiihrten Warme Q.;.

Stellen Sie die Energiebilanz auf und berechnen Sie hieraus die Motorverlus-
te Qv. Diskutieren Sie die einzelnen Beitrige und iiberlegen Sie sich, wo die
Ursachen fiir die hohen Verluste liegen konnten.

Bestimmen Sie aus den Drehmomentmessungen die mechanische Arbeit Wp
und W,y und berechnen sie den thermische Wirkungsgrad 7, sowie den
effektiven Wirkungsgrad 1.y = Wp/Qe (Die Lénge des Bremszaums betrigt
25 cm). Tragen Sie 7y, und 7.5 als Funktion der Frequenz auf. Versuchen Sie
den Kurvenverlauf zu interpretieren. Warum sind die beiden Wirkungsgrade
nicht gleich grof3?

IX Anhang

Bedienung der Software

Starten Sie das Programm ,CASSY Lab“ bzw. die Makros ,Heiflluftmo-
tor.lab® oder , Kéltemaschine.lab“ vom Desktop aus. Die Makros sind bereits
vorkonfiguriert, so dass Sie nur noch die Messparameter einstellen miissen.

Um in das Einstellungsmenu zu gelangen, driicken Sie die Taste ,F5“ oder
klicken Sie auf das Werkzeug- Symbol in der Menuleiste (Abbildung 9). Im

Register Darstellung konnen Sie die Achsenbelegungen festlegen. Um ein pV-
Diagramm aufzunehmen, wéhlen Sie fiir die x-Achse das Volumen und fiir
die y-Achse den Druck. Sie konnen natiirlich auch andere Darstellungen wie
V(t) oder p(t) einstellen. AnschlieBend miissen Sie das Messintervall und
die Anzahl der Messpunkte einstellen. Klicken Sie dazu auf die Schaltfliche
»,Messparameter anzeigen“. Es 6ffnet sich ein weiteres Fenster, in dem Sie die
entsprechenden Parameter einstellen kénnen. Bei der Aufnahme eines pV-
Diagramms sollte der Messabstand 2 ms und die x-Anzahl 125 betragen. Lauft
der Motor sehr langsam, so reicht diese Anzahl von Messpunkten nicht aus,
ein geschlossenes pV- Diagramm darzustellen. Sie miissen in diesem Fall die
Anzahl der Messpunkte erhthen.

Um die Messung zu starten, driicken Sie entweder die Taste ,F9“ oder klicken
Sie auf das Uhr- Symbol. Der entsprechende Graph wird auf dem Bildschirm
dargestellt. Durch einen Rechtsklick auf den Graph koénnen Sie weitere Ein-
stellungen vornehmen. Es erscheint ein Popup- Menu, das weitgehend selbst
erkldrend sein sollte. Ebenfalls kénnen Sie durch einen rechten Klick auf die
Koordinatenachsen den Wertebereich verdndern.

Zur Bestimmung der Fliche des pV- Diagramms, klicken sie rechts auf das
Diagramm und wihlen Sie aus dem Meniipunkt , Integral berechnen®, die Op-
tion ,,Peakfliche“ aus. Suchen Sie im pV- Diagramm den Bereich bei dem ein
Uberlapp der Messpunkte zu Beginn und am Ende der Messung vorliegt. Fah-
ren Sie mit dem Mauszeiger bei gedriickter linker Maustaste von auflen nach
innen {iiber diesen Bereich. Der komplette Umfang der Kurve muss sich dabei
verfirben. Nach dem Loslassen der Taste wird der Flidcheninhalt in der linken
unteren Ecke des Bildschirms angezeigt. Durch Driicken der Tastenkombination
LALT T* kénnen Sie den Flidcheninhalt zuséitzlich auf dem Diagramm platzie-
ren.
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Abbildung 9: Einstellungs Fenster der Software CASSY LAB.
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Abbildung 10: Bestimmung der mechanischen Arbeit durch die Fliche des pV-
Diagrammes.
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Versuch 223 .

Messung der Boltzmannkonstante Teil I -
Brownsche Bewegung .
II

Abbildung 1: Versuchsaufbau.

3.

I Messauftbau

e Durchlichtmikroskop Motic B1 mit CCD-Kamera

4.

e Kugelformige Partikel suspendiert in Wasser

1.

PC mit Drucker
Thermometer

Objektmikrometer

Literatur

Standardwerke der Physik: Gerthsen, Demtroéder, Bergmann-Schifer,
Tipler.

Die Grundlagen zu den wichtigsten Wahrscheinlichkeitsverteilungen kénnen
Sie in der Versuchsbeschreibung des Versuchs 251: Statistik des radioaktiven
Zerfalls nachlesen.

Homepage des Praktikums
http://www.physi.uni-heidelberg.de/Einrichtungen/AP/

IIT Vorbereitung

Bereiten Sie sich auf die Beantwortung von Fragen zu folgenden Themen vor:
Kinetische Theorie der Warme, Brownsche Bewegung, Grundlagen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und Statistik, Binomial- und Gauf-Verteilung.
Verstidndnisfragen:

Was ist Wiarme aus Sicht der kinetischen Theorie der Warme? Was besagt
der Gleichverteilungssatz? Wie hoch ist die thermische Geschwindigkeit ei-
nes Partikels der Masse 1071% kg bei Zimmertemperatur?

. Berechnen Sie das Produkt kT fiir Zimmertemperatur und geben Sie diesen

in der Einheit eV an. Diesen Wert sollten Sie sich fiir die Zukunft unbedingt
merken.

Was bezeichnet man als Brownsche Bewegung? Worin liegt die Ursache
dieser Bewegung? Welche Groflen haben Einfluss auf die Brownsche Bewe-
gung?

Wie grof ist der zu erwartende Wert der mittleren Verschiebung bzw. der
mittleren quadratischen Verschiebung eines Partikels.
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5. Berechnen Sie die mittlere quadratische Verschiebung eines Partikels (Par-
tikelradius a=500 nm) suspensiert in Wasser (T=20°C) innerhalb eines
Zeitraums von t=1 s. Die Viskositét von Wasser konnen Sie Abbildung 12
entnehmen.

IV  Aufgaben

1. Préparieren Sie eine Mikroskopprobe einer Partikelsuspension.

2. Nehmen Sie jede Sekunde und mindestens 150 Mal das Mikroskopbild eines
einzelnen Partikels auf.

3. Bestimmen Sie den Abbildungsmafistab des Mikroskops mit einem Objekt-
mikrometer.

4. Vermessen Sie die Position des Partikels anhand der aufgenommenen Bilder.

5. Berechnen Sie aus der mittleren quadratischen Verschiebung die Diffusions-
konstante und die Boltzmannkonstante.

V Motivation

Mit Bliitenpollen 148t sich die Existenz von Atomen und Molekiilen
beweisen

SHeute vor 100 Jahren, am 11. Mai 1905, reichte Albert Einstein bei den
”Annalen der Physik” eine wichtige Arbeit ein, in der er die sogenannte
Brownsche Bewegung erklirte. Dem schottischen Botaniker Robert Brown war
bereits im Jahr 1827 aufgefallen, daf$ Bliitenpollen in einem Glas Wasser
eine eigenartige Zickzackbewegung ausfihren. Was war die Ursache dafiir?
Alle Versuche, diese Brownsche Bewegung zu erkliren, scheiterten zundchst.
Sie blieb jahrzehntelang geheimnisvoll. Erst Albert Einstein erkannte, dafl die
Bewegung der kleinen Teilchen in der Flissigkeit durch ein fortwihrendes
Stofien der Wassermolekiile verursacht wird. Dies war in jener Zeit tatsdchlich
noch ein gewichtiges Argument fir die Ezistenz von Atomen und Molekiilen,
die im 19. Jahrhundert noch heftig umstritten gewesen ist. Und gleichzeitig
pafite Finsteins Beschreibung zur molekularen Theorie der Wirme. Je wdarmer
beispielsweise Wasser ist, um so gréfSer ist die mittlere Geschwindigkeit, myit

der die Wassermolekiile ungeordnet umherflitzen und damit Stéfle verursachen
konnen. So erklirt sich auch der Begriff Thermodynamik: Wirme ist eben etwas
Dynamisches. Einstein schrieb damals an einen Freund, daf$ 7unter der Vor-
aussetzung der molekularen Theorie der Wirme in Flissigkeiten suspendierte
Korper von der Grifienordnung 1/1000 Millimeter bereits eine wahrnehmbare
ungeordnete Bewegung ausfiihren mdissen, welche durch die Wdrmebewegung
erzeugt ist.”

Nahezu zeitgleich mit Albert Einstein lieferte auch der polnische Physiker
Marian Smoluchowski eine korrekte Erkldrung der Brownschen Bewegung. Es
war dann allerdings der franzisische Physiker Jean-Baptiste Perrin der einige
Jahre spdter die Brownsche Molekularbewegung experimentell mit hoher Genau-
igkeit bestdtigte. Dafiir wurde Perrin im Jahr 1926 mit dem Physik-Nobelpreis
ausgezeichnet. “!

/QD é ‘_@ ‘/Q 15 I I I I I
& @ GP @ Q 104
QQ —© /Q CB _. 5
¢ b, 9 ® | E
P o =
o Q@ 2 @ﬁ 1
Cad
§a) P Q/O A N
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-25 20 -15 X[un;1]0 5 0

Abbildung 2: Links: Modell der Brownschen Bewegung. Die Molekiile des um-
gebenden Mediums stofSen aufgrund ihrer thermischen Energie mit den suspen-
dierten Partikeln, wodurch sich diese auf vollig unregelmajSigen Bahnen bewe-
gen. Rechts: Gemessene Bahn eines einzelnen Partikels.

In diesem Versuch werden Sie die Brownsche Bewegung von Partikeln suspen-
siert in Wasser mit einem Mikroskop beobachten und deren statistische Bewe-
gung untersuchen (Abbildung 2). Durch Vermessen der Teilchenbahn und der

INorbert Lossau, Artikel vom 11. Mai 2005 in der Zeitung ,,Die Welt¢
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Berechnung der pro Zeiteinheit auftretenden mittleren Verschiebung, kénnen
Sie die Boltzmannkonstante bestimmen.

Eine genaue Bestimmung der Boltzmannkonstante mit Hilfe der Brownschen
Bewegung ist nur bei der Beobachtung sehr vieler Einzelschritte moéglich und
daher im Praktikum aus Zeitgriinden nicht moglich. Bei einer sorgfiltigen
Durchfiihrung ist aber eine Genauigkeit von besser als 10 % moglich. Aus
diesem Grund werden Sie in Teil II dieses Versuchs ein weiteres Experiment
durchfiithren, mit dem Sie die Boltzmannkonstante weitaus genauer bestimmen
konnen. Bei diesem Versuch messen Sie das thermische Rauschen eines ohm-
schen Widerstands. Dabei ist eine Genauigkeit von besser als 1 % moglich.

V1 Grundlagen

46 -38 -26 -6

0 +6 +20 +3d +408

X

Abbildung 3: Eindimensionaler Random-Walk. Bei jedem Stofi bewegt sich das
Partikel mit der gleichen Wahrscheinlichkeit enweder nach links oder nach
rechts. Die Sprungweite & soll bei allen Stofien gleich grofi sein

Die Brownsche Bewegung liasst sich mit Hilfe eines sogenannten Random-Walk
Modell quantitativ beschreiben (Abbildung 3). Der Einfachheit halber wollen
wir zunédchst annehmen, dass sich ein Partikel nur in einer Dimension, der x-
Richtung, bewegen kann. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 befindet sich das Partikel an der
Position = 0. Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit berechnen, das Partikel
nach der Zeit ¢ im Intervall [z, z + Az] zu finden. Dazu gehen wir von folgenden
Annahmen aus:

e Das Partikel erfahrt alle 7-Sekunden einen Stof. Innerhalb der Zeit ¢ treten
somit n = t/7 Stofprozesse auf.

e Bei jedem Stofl wird das Partikel um die gleiche Distanz ¢ verschoben. Die
Wahrscheinlichkeiten, dass sich das Partikel dabei um +4 nach rechts, bzw.
um —§ nach links bewegt, sind gleich grof3.

e Bei mehreren Partikeln hiangt die Brownsche Bewegung eines einzelnen Par-
tikels nicht von der Bewegung der anderen Partikel ab. Jedes Partikel be-
wegt sich vollig unabhéngig von den anderen, auch dann, wenn sich zwei
oder mehrere Partikel sehr nahe kommen.

Damit sich das Partikel nach n-St68en an der Position = md befindet, muss es
insgesamt (n+m)/2-mal in die positive x-Richtung gelaufen sein und (n—m)/2-
mal in die negative Richtung. Dabei ist zu beachten, dass m bei geradem n
ebenfalls gerade sein muss und entsprechend bei ungeradem n, ungerade sein
Inuss.

Beispiel: Befindet sich das Partikel nach n = 10 St68en an der Position 6J (d.h.
m = 6), so ist es insgesamt (n + m)/2 = 8-mal nach rechts gesprungen und
(n—m)/2 = 2-mal nach links. Nun gibt es aber verschiedene Moglichkeiten, wie
das Partikel an die Position x = md gekommen ist. Es kann z.B. am Anfang
zweimal nach links gesprungen sein und anschlieSend hintereinander 8 Mal nach
rechts gelaufen sein. Insgesamt gibt es

< n > n! 1)
Sntm)) = i+ ) R — )]

Moglichkeiten, welchen Weg das Partikel gelaufen sein kénnte. Fiir unser Beispiel
mit n = 10 und m = 6 ergeben sich 45 verschiedene Schrittfolgen.

Damit kénnen wir nun die Wahrscheinlichkeit P(m;n) angeben, mit welcher sich
das Partikel nach n-Stoflen an der Position & = md befindet. Diese ist gerade
durch die Binomialverteilung? gegeben:

n
P(m; _ (n+m)/2 1— (11—771)/27 2
msm) = (33 JP"0=0) ®
wobei p die Wahrscheinlichkeit eines einzelnen Sprungs nach links bzw. nach
rechts angibt. Da die Sprungwahrscheinlichkeiten in beiden Richtungen gleich
grof} sind, gilt p = 1/2 und somit

[3(n+ m)]ﬁ% (n —m)]! <%>”

In der Regel ist die Zeit T zwischen zwei Stofien sehr klein, so dass n = t/7 bei
einer Beobachtungszeit von typischerweise ¢ = 1 s, eine sehr grofle Zahl darstellt.
Fiir diesen Fall kénnen wir n! und m! mit Hilfe der Stirlingschen Formel

P(m;n) =

(3)

2Siehe auch Versuch 251 ,,Statistik des radioaktiven Zerfalls“
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1/2, n_—n

n! = (2mn)"/“n"e

(4)

nihern. Damit erhalten wir nach einigen Umformungen fiir die Wahrscheinlich-

keit P(m;n)
2 m2
P(m;n) = \/—nefﬁ. (5)
T

Wir wollen nun statt m und n, die leicht messbaren Groflen z und ¢ verwenden.
Da m entweder gerade oder ungerade ist, gilt fur Am:

Am = £2 (6)
und somit A
P(m;n)2—(;Zj = P(x;n)Ax (7)

Substituieren wir n = t/7 sowie m = x/J und definieren zusétzlich die GroBe
D:
52
D=— 8
27’ (8)
so erhalten wir schliellich fiir die Wahrscheinlichkeit, ein Partikel nach der Zeit
t innerhalb des Bereichs [z, z + Ax] zu finden:

Az o2
P(x;t)Ax = e~ 3Dt
(1) VAarDt
P(x;t) in Gleichung (9) ist eine GauBverteilung (Abbildung 4). Die allgemeine
Form solch einer Verteilung lautet

9)

1 Uz)=a)?

e 207 | 10
N (10)
wobei (z) den Mittelwert und o2 die Varianz, bzw. o die Standardabweichung
beschreiben.

Da die Verteilung (9) symmetrisch zu =z =
Verriickung (x):

G(aip, o) =

0 ist, verschwindet die mittlere

(11)

Dies ist auch sofort einzusehen, da die Wahrscheinlichkeit, dass das Partikel bei
einem Stofl entweder nach links oder nach rechts springt, gleich grof ist. Der

(x) = /OO x P(x;t)dz = 0.

— 00
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Abbildung 4: Links: Gaussverteilung mit dem Mittelwert (x) = 0 und der Va-
rianz 0 = (2%) = 2Dt. Da die Varianz zeitabhingig ist, wird die Verteilung
mit zunehmender Zeit immer breiter. Rechts: Mittleres Verschiebungsquadrat
(%) als Funktion der Zeit.

verschwindende Mittelwert (x) ist daher nicht geeignet, die Brownsche Bewe-
gung des Partikels zu beschreiben. Anders sieht es aus, wenn wir das mittlere
Verschiebungsquadrat (x?) berechnen:
oo
(x?) = / 22 P(x;t)dx = 2Dt = o, (12)
— 00

Das mittlere Verschiebungsquadrat entspricht der Varianz o2 = 2Dt und damit
der Breite der Verteilung.
Damit kénnen wir das wichtige Ergebnis unserer Untersuchung wie folgt formu-
lieren:

Der mittlere Abstand (= +/(z2)) eines Partikels vom Ursprungsort,
nimmt mit der Quadratwurzel der Zeit ¢ zu:

V(2) = V2Dt

Einstein-Smoluchowski-Gleichung. (13)

Bisher haben wir die Brownsche Bewegung nur in einer Dimension untersucht.
Unser Ergebnis ldsst sich aber sehr einfach auf mehrere Dimensionen iibertragen.
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Findet die Brownsche Bewegung in zwei Dimensionen statt, so gilt fiir das mitt-
lere Verschiebungsquadrat® (r?):

(r?) = (2%) + (y*)-

Da die Brownsche Bewegung isotrop ist, liefert jeder Summand den Beitrag 2Dt

(14)

und somit

V{(r?) = V4Dt, (15)
bzw. im Dreidimensionalen:

V/{(r?) = V6Dt. (16)

Der Parameter D wird als Diffusionskoeffizient bezeichnet und ist ein Maf fiir
die Beweglichkeit des Partikels im umgebenden Medium. Nach Einstein ist der
Diffusionskoeffizient gegeben durch

(17)

wobei f den Reibungskoeffizienten, k die Boltzmannkonstante und 7' die Tem-
peratur der Fliissigkeit darstellen. Fiir kugelférmige Partikel mit dem Radius a,
die in einer Fliissigkeit der Viskositét n suspendiert sind, berechnet sich f nach
dem Stokesschen Gesetz (siehe Versuch 212 - Zghigkeit von Fliissigkeiten):

f =6ma. (18)
Damit folgt fiir den Diffusionskoeflizient nach Stokes-Einstein:
kT
D = . (19)
6mna

Diese Beziehung verkniipft die makroskopischen Gréfien 7, a und T" mit den
mikroskopische Gréflen 6 und 7 in Gleichung (8). Einsetzen von (19) in Glei-
chung (15), liefert fiir das mittlere Verschiebungsquadrat kugelférmiger Partikel
im Zweidimensionalen:

() = 4kT

- 6mna

(20)

3Tm mehrdimensionalen Fall schreiben wir fiir das mittlere Verschiebungsquadrat (r?) an-
statt (x2).

Damit haben wir die Moglichkeit die Boltzmannkonstante experimentell zu be-
stimmen. Sind die Gréflen T, 7 und der Kugelradius a der Partikel bekannt, so
kann durch Messung des mittleren Verschiebungsquadrats die Boltzmannkon-
stante berechnet werden:

_ 6mna

e e

VII Durchfiihrung

Lesen Sie bevor Sie mit den Messungen beginnen, diesen Abschnitt vollstdndig
durch! Eine Einfiihrung in die Bedienung des Mikroskops und der Messprogram-
me, erhalten Sie durch den Versuchsbetreuer.

doppelseitiges Klebeband
mit ausgestanzter Offnung zur
Aufnahme der Suspension

Deckglas

¢

Abbildung 5: Skizze der Probenfassung. Die ausgestanzte Offnung des doppel-
seitigen Klebebands wird mit der zu untersuchenden Suspension befullt und an-
schlieffend mit dem Deckglas verschlossen.

1. Probenpriparation: Sie sollen die Brownsche Bewegung suspendierter
Latex-Partikel in Wasser untersuchen. Um diese mit dem Mikroskop beob-
achten zu kénnen, benstigen wir eine Probenfassung, die einerseits dick ge-
nug ist, so dass sich die suspendierten Partikel darin frei bewegen kénnen,
andererseits muss diese auch diinn genug sein, damit eine Fokussierung
mit dem Mikroskop moglich ist. Um dies zu gewéhrleisten, werden Sie
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zunéchst eine Probenfassung geméfl Abbildung 5 anfertigen: Auf einen Ob-
jekttrager wird ein doppelseitiges Klebeband aufgebracht, in dessen Mit-
te zuvor ein Loch ausgestanzt wurde. In diese Offnung wird die Proben-
fliissigkeit eingefiillt und mit einem Deckglas verschlossen. Das doppelsei-
tige Klebeband erfiillt dabei zwei Aufgaben: Zum einen vergrofert dieses
das Probenvolumen, so dass sich die suspendierten Partikel frei bewegen
konnen, zum anderen dient es zur Abdichtung der Fliissigkeit, wodurch
ungewollte Stromungen durch Verdunstungsprozesse unterdriickt werden.

Fertigen Sie vor Versuchsbeginn stets eine neue Probe an! Schneiden
Sie dazu ein Stiick doppelseitiges Klebeband passend auf die Grofle des
Deckglases (24 mm x 32 mm) zurecht und stanzen Sie mit dem Locheisen
zentrisch ein Loch in das Klebeband (Holzunterlage verwenden!). Anschlie-
Bend kleben Sie das Klebeband mittig auf den Objekttriager und entfernen
die Abdeckfolie. Schiitteln Sie die Flasche mit der Probenfliissigkeit gut
durch und pipettieren Sie 250 pul der Probenfliissigkeit in die ausgestanzte
Offnung des Klebebands. Werfen Sie die Pipettenspitze nach Gebrauch
sofort in den Abfall. Der Durchmesser der Partikel ist auf der Flasche
angegeben. Notieren Sie diesen Wert in Thr Protokollheft. Legen Sie nun
das Deckglas auf das doppelseitige Klebeband und driicken Sie es mit
einem Papiertuch vorsichtig an. Dabei darf ruhig etwas von der Fliissigkeit
herausflieBen. Allerdings diirfen sich keine (groferen) Luftblasen in der
Fliissigkeit bilden! Trocknen Sie die Probe mit einem Papiertuch ab und
und geben Sie auf die Mitte des Deckglases einen Tropfen Immersionsol.
Spannen Sie nun die Probe auf den Mikroskoptisch (Abbildung 6) ein.
Am Objektivkranz des Mikroskops wihlen Sie das Objektiv 100/1.25 oil
(100-fache Vergrofierung, Numerische Apertur NA=1,25) aus.

A %usmerung

Frage: Wozu wird das Immersionsdl bendtigt?

Schalten Sie die Mikroskopbeleuchtung ein. Bewegen Sie nun den
Mikroskoptisch VORSICHTIG mit Hilfe der Fokuseinstellung (Grob-
fokussierung in Abbildung 6) soweit in Richtung des Objektivs, bis
dieses gerade den Oltropfen beriihrt. Versuchen Sie nun durch vor-
sichtiges Scharfstellen mit Hilfe des Feinreglers, einzelne Partikel der
Suspension zu beobachten. Die zy-Position der Probe koénnen sie mit
Hilfe der beiden zy-Einstellrider verstellen. Die Fokussierung ist bei der
gewihlten 1000-fachen Vergroflerung nicht ganz einfach. Sollten Sie hierbei

Abbildung 6: Bedienungselemente des Mikroskops.

© Dr. J.Wagner - Physikalisches Anféngerpraktikum - V. 1.6 Stand 4/2019 - Python Edition
6



Physikalisches Anfangerpraktikum der Universitit Heidelberg - Praktikum II

Versuch 223 Brownsche Bewegung

2. Aufnahme einer Bildfolge:

Probleme haben, wenden Sie sich an den Versuchsbetreuer.

Achtung: Bei der Versuchsdurchfithrung kénnen systematische Fehler auf-
treten, die unbedingt zu vermeiden sind:

o Uberzeugen Sie sich, dass Sie wirklich nur ein einziges Partikel beob-
achten. Manchmal kann es vorkommen, dass zwei oder mehrere Parti-
kel ,zusammenkleben*. Dies lésst sich gut erkennen, indem man etwas
den Fokus variiert.

e Auf keinen Fall diirfen Sie w#hrend der Messung die zy-Position
des Objekttisches verstellen. Auch Erschiitterungen des Mikroskops
miissen unbedingt vermieden werden.

e Beim Nachfokussieren diirfen Sie mit dem Objektiv auf keinen Fall
das Deckglas ihrer Probe beriihren. Der dadurch erzeugten Druck,
wiirde die Partikel verdréngen und somit die eigentliche Brownsche
Bewegung verfilschen. Sollten Sie beim Nachfokussieren eine abrupte
Partikelbewegung beobachten, so miissen Sie sich ein anderes, ,,hoher
gelegenes® Partikel suchen, dessen Position Sie ohne Beriihrung des
Deckglases scharf stellen konnen.

e Die Probe muss sich im thermischen Gleichgewicht befinden. Ist dies
nicht der Fall, so treten Konvektionsstrome auf, die wiederum die
Brownsche Bewegung verfilschen. Zudem ist es moglich, dass die Pro-
be schlecht prapariert wurde: Ist die Suspension nicht vollstdndig mit
dem Klebeband abgedichtet, so kénnen durch Verdunstungsprozes-
se ebenfalls ungewiinschte Stromungen in der Probe auftreten. War-
ten Sie daher zur Temperierung der Probe einige Minuten ab, be-
vor Sie mit der Messung beginnen. Sollte dann immer noch eine
Stromungsbewegung erkennbar sein, so miissen Sie gegebenenfalls ei-
ne neue Probe vorbereiten. Wenden Sie sich in diesem Fall an Thren
Betreuer.

Starten Sie vom Desktop aus das Pro-
gramm Kamera.exe. Dieses Programm nimmt in einem festen Zeitabstand
ein Bild auf und speichert dieses auf dem Computer. Tragen Sie im Mess-
programm fiir den Zeitabstand 1 s ein. Schalten Sie die Option Bilder spei-
chern zunéchst ab.

Suchen Sie sich nun ein Partikel aus, in dessen unmittelbarer Umgebung
sich keine anderen Partikel befinden und stellen Sie die zy-Position des

Mikroskoptisches so ein, dass sich das ausgewéhlte Partikel im Zentrum
des Mikroskopbildes befindet. Zur Verbesserung des Kontrastes sollten Sie
die Irisblende am Kondensor auf die Position MIN stellen.

Da die Brownsche Bewegung nicht nur in der xy-Bildebene, sondern auch
in z-Richtung erfolgt, kann es passieren, dass das zu beobachtende Partikel
aus dem Fokus lduft und somit nicht mehr sichtbar wird. Um dem entgegen-
zuwirken, miissen Sie die Fokussierung des Mikroskops mit dem Feinregler
nachjustieren. Dies erfordert einiges an Feingefiihl und besonders Konzen-
tration.

Fiithren Sie zunéchst eine Probemessung durch: Damit sich die Probe
durch die Mikroskopbeleuchtung nicht zusétzlich aufheizt, drehen Sie
die Helligkeit auf das Minimum zuriick. Die Kamera ist auch bei dieser
Minimalbeleuchtung empfindlich genug, kontrastreiche Bilder zu liefern.
Starten Sie das Programm durch Anklicken des Pfeils in der linken oberen
Ecke und versuchen Sie der Bewegung eines Partikels iiber mehrere
Minuten auf dem Monitor zu folgen. Nur wenn das Partikel kaum noch
erkennbar sein, miissen Sie mit dem Feintrieb des Mikroskops den Fokus
vorsichtig nachstellen. Das Partikel muss wihrend der ganzen Zeit
eindeutig erkennbar sein!

Stoppen Sie das Messprogramm. Schalten Sie die Option Bilder spei-
chern ein und starten Sie erneut das Programm. Insgesamt ist jede Se-
kunde und mindestens 150 mal, ein Bild aufzunehmen. Entfernen
Sie nach der Messung die Probe und werfen Sie diese in den Abfall. Ach-
tung: Auf keinen Fall diirfen Sie nach Beendigung der Messung
das Programm nochmals starten. Thre zuvor aufgenommenen Bil-
der wiirden sonst iiberschrieben werden.

. Notieren Sie die Zimmertemperatur.

Eichung des Abbildungsmaf3stabs: Um spéter die Position des Partikels
ausmessen zu konnen, miissen Sie den Abbildungsmafistab des Mikroskops
bestimmen. Benutzen Sie dazu das ausliegende Objektmikrometer. Geben
Sie einen Tropfen Immersionsol auf das Objektmikrometer und legen Sie
dieses auf den Mikroskoptisch. Stellen Sie vorsichtig den Fokus ein und
positionieren Sie den Mikroskoptisch so, dass Sie den Maflstab gem&fl Ab-
bildung 7 erkennen konnen. Beenden Sie das Messprogramm und starten

7
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Abbildung 7: Fichung des Abbildungsmafistabs mit einem Objektmikrometer.
Die Distanz zwischen zwei Teilstrichen betrdgt 10 pm.

Sie das Programm FEichung.ere. Optimieren Sie nochmals die Bildschérfe
und speichern Sie dann das Eichbild. Reinigen Sie das Objektmikrometer
mit einem Papiertuch und legen Sie es zuriick in die Aufbewahrungsbox.

. Vermessung der Partikelpositionen: Starten Sie das Programm Aus-
wertung.exe vom Desktop aus. Um die Partikelpositionen zu bestimmen,
miissen Sie wissen, wie viele Bildpixel einem Mikrometer entsprechen. La-
den Sie dazu das zuvor gespeicherte Eichbild (Schalter Eichbild laden im
Feld Eichung) und messen Sie mit Hilfe des Cursors den Pixelabstand iiber
eine Distanz von 20 ym (Abbildung 7). Die Pixelwerte werden im Feld Mar-
ker angezeigt. Den Cursor kénnen Sie zum einen mit der Maus bewegen,
als auch mit den Steuerpfeilen unter dem Bildfeld (Abbildung 8). Tragen
Sie den gemessenen Pixelabstand in das Feld Fichung ein.

Nach dieser Eichung kénnen Sie mit der Vermessung der Partikelpositionen
Threr aufgenommenen Bilder beginnen. Laden Sie das erste Bild, indem Sie
auf den Schalter Bild laden klicken (der daneben liegende Schalter soll auf
der Position Auto stehen). Verfahren Sie den Marker nun so, dass dieser

* AL v 3442 |
w A6 pwel ¥ 39| puel

Abbildung 8: Bedienoberfliche des Programms zur Ausmessung der Partikel-
positionen der aufgenommenen Bilder.

sich exakt in der Mitte des Partikels befindet. Die entsprechenden Koor-
dinaten werden im Feld ,Marker* angezeigt. Wenn Sie nun erneut auf den
Schalter Bild laden klicken, wird die zuvor ausgemessene Partikelposition
gespeichert, im Feld Messwerte angezeigt, und das néchst folgende Bild ge-
laden. Vermessen Sie so die Partikelposition aller aufgenommenen Bilder.
Das Programm wird automatisch gestoppt, wenn Sie die Partikelposition
des letzten aufgenommenen Bildes bestimmt haben. Die Messwerte werden
unter C:\Messungen\Messung.dat als Textdatei gespeichert.

6. Fangen Sie sofort mit der Auswertung der Messdaten an.

8
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VIII Auswertung in Python mit Jupyter Note-
book

VIII.1 Importieren und grafische Dartsellung der Mess-
daten

Fiihren Sie die Rechnungen in einem vollstindig dokumentierten Jupyter Note-
book durch und legen Sie es Ihrer schriftlichen Ausarbeitung ausgedruckt bei.
Starten Sie das Programm Jupyter vom Desktop aus. Wir benétigen die fol-
genden Module:

Jmatplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt
import matplotlib.mlab as mlab
import numpy as np

Die Messdaten sind in der Datei Messung.dat im Ordner Messungen auf dem
Desktop gespeichert. Kopieren Sie diese in den Ordner data auf dem Desktop.
Schauen Sie sich die Messdaten an. Die Datei besitzt eine Headerzeile und be-
steht aus 4 Spalten. Als Dezimaltrennzeichen werden Kommas verwendet. Zum
Importieren der Daten miissen die Kommas durch Punkte ersetzt werden. Das
geht mit folgender Funktion:

def comma_to_float(valstr):

return float(valstr.decode("utf-8") .replace(',','."))
Zum Importieren verwenden wir die Numpy Funktion loadtxt (). Wir miissen
den Pfad/Dateiname angeben. Desweiteren wird die erste Zeile iibersprungen
und nur die letzten drei Spalten ausgelesen. Der converter ersetzt alle Kommas
durch Dezimalpunkte. Mit der Option unpack=True wird jede Spalte getrennt
in die Arrays t,x,y geschrieben:

t,x,y=np.loadtxt('data/Messung.dat', skiprows=1, usecols=(1,2,3),
converters= {1:comma_to_float, 2:comma_to_float,
3:comma_to_float}, unpack=True)

Das Array t enthilt die Zeitdaten und x, y die gemessenen Positionen. Ver-
schaffen Sie sich einen grafischen Eindruck von der Wanderung des Partikels.
Zeichnen Sie die x,y- Daten als Punkt-Liniendiagramm.

plt
plt

.plot(x, y, marker='s', color='red', linewidth=1)
.xlabel('x / '"+' $\mu$'+'m')

plt.ylabel('y / '+' $\mu$'+'m')

plt.title('Brownian Motion')
plt.savefig('figures/brownl.pdf', format='PDF')

Drucken Sie das Diagramm aus und fiigen Sie es in Ihr Protokollheft ein. Das

Diagramm sollte so dhnlich aussehen wie in Abbildung 9.

Brownian Motion
64

62 |

58 |

56

y/ pm

541

52

48

46 | | | |
30 35 40 45 50 55

X/ pm

Abbildung 9: Bewegung eines Partikels.

VIII.2 Berechnung des mittleren Verschiebungsquadrates
und dessen Fehler

Die Messdaten geben die absoluten Koordinaten an, wir brauchen aber die Koor-
dinatendnderungen Az; = x;4+1 —x; und Ay; = y;+1 — y; sowie deren Quadrate:
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dt=np.array([])

dx=np.array([])

dy=np.array([])

i=0

while i < len(t)-1:
dt=np.append(dt,t[i+1]1-t[i])
dx=np.append(dx,x[i+1]1-x[i])
dy=np.append(dy,y[i+1]-y[i])
i=1i+1

r_squared=dx**2+dy**2

Wir benétigen die mittlere quadratische Abweichung (r_squared_mean) und
dessen Fehler (r_squared_mean_std), sowie den Mittelwert des Zeitintervals
von dt (dt_mean):

r_squared_mean=np.mean(r_squared)

print ("r_squared_mean= " ,r_squared_mean)
r_squared_mean_std=np.std(r_squared) /np.sqrt(len(r_squared))
print("r_squared_mean_std= " ,r_squared_mean_std)
dt_mean=np.mean(dt)

print("dt_mean= ", dt_mean)

Berechnen Sie hieraus mit Hilfe von Gleichung (21) die Boltzmannkonstante
und die Diffusionskonstante D mit den jeweiligen Fehlern. Die Viskositdt von
Wasser finden Sie in Abbildung 12.

VIIL.3 Kontrollverteilung

Nach Gleichung 9 ist die Wahrscheinlichkeit, ein Partikel nach der Zeit ¢ in-
nerhalb des Bereichs [z, 2 + Az] zu finden durch eine GauBverteilung gegeben.
Uberpriifen Sie dies, indem Sie die gemessenen Partikelverschiebungen in ein
Histogramm eintragen. Da die Brownsche Bewegung isotrop ist, kénnen Sie so-
wohl die Verschiebungen dx als auch die Verschiebungen dy gemeinsam in das
gleiche Histogramm eintragen. Mit der Funktion np.append(dx,dy) werden die
Datensétze in das Array all_data geschrieben:

all_data=np.append(dx,dy)
plt.hist(all_data, normed=1)

05 Histogramm der Verschiebungen
. T T T T T T

ji=-0.04um o= 1.04um
0.4 : : :

©
w

©
[N)

rel. Haeufigkeit

0.1

-1 0 1 2 3 4
Verschiebung / um

Abbildung 10: Histogramm der Verschiebungen.

Die Option normed=1 normiert die Flidche des Histogramms auf den Wert Eins.
Schauen Sie sich die Parameter von plt.hist() an und &ndern Sie gegeben-
falls die Binbreite. Optimieren Sie die Formatierung des Diagramms. Fiigen Sie
Achsenbeschriftungen, Einheiten, Diagrammiiberschrift etc. ein. In das Histo-
gramm soll noch die zugrundeliegende Gaussverteilung (mlab.normpdf ()) mit
eingezeichnet werden. Die Gaussverteilung ist eindeutig durch den Mittelwert
(mu=np.mean(all_data)) der Verschiebungen sowie deren Standardabweichung
(sigma=np.std(all_data)) festgelegt. Die Abszissenwerte generieren wir uns
mit der Funktion np.linspace():

mu=np.mean(all_data)
sigma=np.std(all_data)

gauss = mlab.normpdf (np.linspace(-4,4), mu , sigma)

plt.plot(np.linspace(-4,4), gauss, 'b-', linewidth=2)
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plt.savefig('figures/brown2.pdf', format='PDF')

Fiigen Sie mit dem Befehl p1t.text () den Mttelwert (mu) und die Standardab-
weichung (sigma) mit in das Diagramm ein. Sie konnen auch ITEX- Code ein-
geben. Z.B. liefert $\mu m$ den Ausdruck pum und $\sigma$ liefert o. Drucken
Sie das Diagramm aus und fiigen Sie es in Ihr Protokollheft ein. Das Diagramm
sollte so dhnlich aussehen wie in Abbildung 10.

VIII.4 Kumulative Verteilung der Verschiebungsquadrate

Nach Gleichung (13) ist das mittlere Verschiebungsquadrat (r?) proportional Kummulative Verschiebung

350 T
zur Zeit. Stellt man die kummulative Verschiebung als Funktion der Zeit dar,
sollte sich ein linearer Zusammenhang gemifl Abbildung 11 ergeben. )
300  Funktion: y=a*x+b e

r_kumm=np.cumsum(r_squared) a=2.17um?/s
plt.plot(t[:-1], r_kumm, marker='.', color='red', linewidth=0) 250} b=-3.35um’ i
plt.xlabel('Zeit / s') g
plt.ylabel('Summe $r_i"2 /\mu m~2$"') = 200 ]
plt.title('Kummulative Verschiebung') N:’:
plt.savefig('figures/brown3.pdf', format='PDF') € 150} e

S
Fitten Sie eine Gerade an die Daten und tragen Sie die Messwerte und die A
angepasste Funktion in ein Diagramm ein. 100 e
from scipy.optimize import curve_fit <0
def linear(x,a,b):

O | | | | | | |
return a*x+b 0 20 40 60 80 100 120 140 160
Zeit/s

popt, pcov = curve_fit(linear, t[:-1], r_kumm)
Die gefundenen Fitparameter sind in dem Array popt gespeichert. popt [0] Abbildung 11: Kumulative Verschicbung eines Partikels.

entspricht der Steigung, popt [1] dem Achsenabschnitt. Mit
plt.plot(t[:-1], linear(t[:-1],*popt))

konnen Sie die Funktion in Thr zuvor erstelltes Diagramm einfiigen. *popt ent-
packt die Fitparameter direkt in Thre Funktion. Passen Sie die Formatierung an
und tragen Sie Ihre Fitfunktion und Fitparameter mit in das Diagramm ein.
Das Diagramm sollte so dhnlich aussehen wie in Abbildung 11. Berechnen Sie
aus der Steigung wieder die Boltzmann- und Diffusionskonstante. Stimmen die
Werte mit den anderen Messungen iiberein?
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Viskositat von Wasser

0,00113L
N
AN
N
N
L
1E-3 >
N
N
\\\
\\\
— 9E-4 AN
) \\\
© NG
2
N
8E-4 ANE
N
N
N
\\\
7E-4 NS
N\

16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36
T[°C]

Abbildung 12: Temperaturabhdingigkeit der Viskositit von Wasser.
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Versuch 232
Michelson-Interferometer
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- 8 a2 s s = = w
S % % = 2 = e =
- & % = m = 9w
s & &« & s a u =

. 8 & & s = w

L .- & & & = = »
r N IS R SES % & & = ® & 9
L S Y - -

Abbildung 1: Versuchsaufbau.
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IIT Vorbereitung

Bereiten Sie sich auf die Beantwortung von Fragen zu folgenden Themen vor:
Grundlagen der Wellenoptik (Hyugens’sches Prinzip, Interferenz, Superpositi-
onsprinzip, Kohérenz). Interferenz gleicher Neigung, Interferenz gleicher Dicke.
Aufbau eines Michelson-Interferometers.

Verstindnisfragen:

. Was ist Interferenz? Was besagt das Superpositionsprinzip?

. Was sind Interferenzmuster und wie kommen sie zustande? Nennen Sie

die Bedingungen fiir die Phasenverschiebung bzw. fiir den Gangunterschied
zweier Wellen, damit die iiberlagerte Welle eine maximale bzw. eine ver-
schwindende Intensitédt besitzt. Was ist zu beachten, wenn eine Teilwelle
ein Medium mit einem anderem Brechungsindex durchléuft als die andere
Teilwelle?

. Warum kann man bei natiirlichem Licht in der Regel keine Inter-

ferenzerscheinungen beobachten? Erldutern Sie die Begriffe Kohérenz,
Kohirenzzeit und Kohérenzldnge. Wie grofl sind die Grolenordnungen der
Kohirenzldngen einer Glithlampe bzw. eines Lasers?

. Wie grof} ist geméfi Gleichung (8) die Intensitédt der {iberlagerten Welle,

wenn die interferierenden Wellen inkohérent sind?

. Was versteht man unter Interferenz gleicher Neigung und Interferenz glei-

cher Dicke?
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6. Beschreiben Sie den Aufbau eines Michelson-Interferometers. Erkléren Sie
das Zustandekommen der verschiedenen Interferenzmuster (Kreissystem,
Streifensystem).

7. Wie ldsst sich mit einem Michelson-Interferometer die Wellenldnge der
Lichtquelle bzw. der Brechungsindex eines Mediums bestimmen?

8. Wie muss der bewegliche Spiegel des Interferometers justiert sein, um Inter-
ferenzen mit Licht einer sehr kleinen Kohérenzlinge beobachten zu kénnen
(WeiBlichtinterferenz)?

9. Warum erscheint das an einer rauen Oberflache reflektierte Licht eines La-
sers granuliert (Stichwort: Speckle-Muster)?

IV  Aufgaben

1. Messen Sie die Wellenlénge des griinen Lasers.
2. Bestimmen Sie den Brechungsindex von Luft.

3. Messen Sie die Kohérenzlinge einer Leuchtdiode.

V  Grundlagen

Interferenz bezeichnet allgemein die Uberlagerung von Wellen. Sie haben dieses
Phénomen sicherlich schon anhand von Wasserwellen an einem See oder bei Ex-
perimenten mit der Wellenwanne in der Vorlesung kennengelernt. Treffen z.B.
zwei Wasserwellen aufeinander, so iiberlagern sich diese zu einer neuen Wel-
le. Die Amplitude der resultierenden Welle héngt von der Phasenverschiebung
der beiden Teilwellen ab. Trifft in einem bestimmten Punkt (Abbildung 2) ein
» Wellenberg* der einen Welle auf einen ,, Wellenberg“ der anderen Welle, so ver-
grofert sich die Amplitude der resultierenden Welle (konstruktive Interferenz).
Trifft dagegen ein ,, Wellenberg® auf ein ,, Wellental“, so verringert sich die Am-
plitude. Sind die Amplituden gar gleich grof}, so 16scht sich im letzten Fall die
Amplitude der resultierenden Welle aus.

Abbildung 2: Interferenz zweier Wasserwellen.

Auch Licht lasst sich durch eine_’We_!le beschreiben. Betrachten wir zwei ebene
monochromatische Lichtwellen Ey, Fs:

—

El("?v t) =

Ey(i",t) = Egp ¢ii=harto2)

Fyy ei@t=Fi+en)

(1)

Dabei bezeichnen Em die Amplituden, k_; die Wellenvektoren, w die Frequenz
und ¢; die Phasen der jeweiligen Wellen. Treffen diese aufeinander, so iiberlagern
sie sich geméfl des Superpositionsprinzips, d.h. die Wellen addieren sich vekto-
riell zu einer resultierenden Welle Es (7, t):

Es(7,t) = E\(7,t) + Ex(7,t). (2)
Bei Licht ist aufgrund der hohen Frequenz nicht die Amplitude der Welle beob-
achtbar, sondern nur die Intensitdt I, d.h. der zeitliche Energiemittelwert, der
auf eine bestimmte Fliche trifft. Dieser ist proportional zum Betragsquadrat
der Amplitude:

Is(7,t) o< |Es (7, t)%. (3)

In der hier verwendeten komplexen Notatlon ldsst sich das Betragsquadrat sehr
einfach berechnen. Wir miissen lediglich Eg mit dem komplex konjugierten ES
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multiplizieren:
Is «|Es|* = Es E5 = (E\ + E»)(E} + Ej)
= FE\Ef + FyE} + E\E} + FoEr
= |El|2 + |Eg|2 + EIE; + EQET
Die ersten beiden Summanden sind die Betragsquadrate der Einzelwellen. Fiir

die beiden anderen Summanden berechnen wir durch Einsetzen von Glei-
chung (1)

E\Ej + ByEf = Egi Egy (€7 +e77%), (5)

wobei wir hier die Phasenverschiebung
= (k1 — k2) 7+ 61 — 6

definiert haben. Mit Hilfe der Euler’schen Gleichung

(6)

€'Y =cosp+ising

(7)

erhalten wir schliefllich fiir die Intensitéit der iiberlagerten Welle:

Ig x |El|2+|E2|2+2501502C0S@. (8)
—_————

Interferenzterm

Die Intensitat der iiberlagerten Welle entspricht demnach nicht der Summe der
Intensitdten der Einzelwellen. Es tritt zusétzlich ein Interferenzterm auf, der
dazu fiihrt, dass die Intensitét der iiberlagerten Wellen grofier (konstruktive
Interferenz) oder kleiner (destruktive Interferenz) ist als die Summe der Ein-
zelintensitéten.

Beispiel: Interferenz zweier linear polarisierten, ebener Wellen gleicher Frequenz
und Amplitude, die sich in z-Richtung ausbreiten und gleiche Polarisationsrich-
tungen (z.B. in z-Richtung) besitzen. Fiir die z-Komponente der elektrischen
Feldstarke gilt:

El (Z,t) — EO ei(wtszJrqbl)
Ey(z,t) = B e'@i=F=+02),

9)

47 1)

a3l i }konstruktive
— Interferenz
g J
= 2
z w
Qg
£

14 } destruktive

Interferenz
0 T T T T T J
0 1 2 3 4 5

Phasenverschiebung [r]

Abbildung 3: Intensitdit der iberlagerten Welle nach Gleichung (10) in Einhei-
ten von Iy als Funktion der Phasenverschiebung in Einheiten von w.

und fiir die Intensitét Is der iiberlagerten Welle Eg = F; + Fo:

Is < E% o< 21y (1 + cos ), (10)

wobei Iy proportional zur Intensitéit der Einzelwelle ist und ¢ = ¢1 — ¢ die Pha-
senverschiebung der beiden Wellen darstellt. In Abbildung 3 ist die Intensitét
als Funktion der Phasenverschiebung ¢ aufgetragen. Maximale Intensitét ergibt
sich, wenn die Phasenverschiebung ein Vielfaches von 27 betrégt. Fiir ein un-
gerades Vielfaches von 7 verschwindet dagegen die Intensitéit der iiberlagerten
Welle:

Maximale Intensitét fiir ¢ = 2mn , (m € Z)

(11)

Minimale Intensitét fiir ¢ = (2m + )7, (m € Z) (12)

Bei vielen Interferenzversuchen kommt die Phasenverschiebung dadurch zustan-
de, dass die sich {iberlagernden Wellen zuvor unterschiedliche Wegléngen durch-
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laufen haben. Ein Beispiel ist in Abbildung 4a) dargestellt. Nehmen wir an, dass
die beiden Lichtquellen punktférmig sind und Licht mit gleicher Frequenz, Am-
plitude, Polarisationsrichtung und konstanter Phase aussenden. Die Intensitét
der iiberlagerten Welle im Punkt P hé&ngt dann von der Phasenverschiebung
ab, die durch den Gangunterschied A = s; — s5 der beiden Wellen hervorgeru-
fen wird. Dabei bezeichnen s; und s, die Weglingen der jeweiligen Teilwellen.
Da eine Phasenverschiebung von 27 einem Wegunterschied von A entspricht,
besteht zwischen der Phasenverschiebung ¢ und dem Gangunterschied A die

Beziehung:
2w
90 - )\ Aa

wobei A die Wellenlénge der Teilwellen beschreibt.
Breitet sich ein Wellenzug nicht im Vakuum aus, sondern durchléuft ein Medium
mit dem Brechungsindex n (Abbildung 4b), so tritt eine zusétzliche Phasenver-
schiebung auf. Da die Wellenldnge im Medium um das n-fache der Vakuumlicht-
geschwindigkeit kleiner ist, darf man bei der Berechnung des Gangunterschieds
nicht die geometrischen Wegléngen s verwenden, sondern muss die optischen
Wegléingen A beriicksichtigen. Diese entspricht dem Produkt des Brechungs-
index des Mediums, in dem sich die Welle ausbreitet und der geometrischen
Wegliange s, die die Welle in dem Medium zuriicklegt:

(13)

A=ns. (14)

Mit Hilfe des Gangunterschieds lassen sich die Gleichungen (11) und (12) auch
wie folgt formulieren:

Maximale Intensitét fiir A = m , (m € Z) (15)

A
Minimale Intensitit fiir A = (2m + 1)5 ,(meZ) (16)

Kohirenz

Voraussetzung fiir die Beobachtung von Interferenzerscheinungen ist die
Kohérenz der Lichtquellen. Damit ist gemeint, dass die interferierenden Wellen
eine konstante Phasenbeziehung aufweisen miissen. Bei inkohdrentem Licht

a) Schirm b)

Lichtquellen

Gangunterschied A = s4- sy

Gangunterschied A= s4 - (Sp+ ns3+s,)

Doppellochblende

o)) %%}}?f |
|

Abbildung 4: a) Gangunterschied A zweier Teilwellen nach dem Durchlaufen
unterschiedlicher Weglingen. b) Breitet sich eine Teilwelle in einem Medium
mit dem Brechungsindex n aus, tritt eine zusdtzliche Phasenverschiebung auf.
¢) Erzeugung von kohirentem Licht durch Teilung der Wellenfront mit einer
Doppellochblende.
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ist die Phasenverschiebung ¢ in Gleichung (8) statistisch verteilt, so dass der
Interferenzterm verschwindet und man daher keine Interfenzen beobachtet
kann.

Die meisten Lichtquellen, wie z.B. das Licht der Sonne oder einer Gliihbirne,
erzeugen inkohédrentes Licht. Die Atome dieser Lichtquellen senden innerhalb
eines sehr kurzen Zeitraums 7 unabhingig voneinander Wellenziige aus, deren
einzelnen Phasen statistisch verteilt sind. Das in Abbildung 4a) dargestellte
Experiment wiirde daher bei Verwendung von natiirlichem Licht nicht funktio-
nieren. Um dennoch mit natiirlichen Lichtquellen Interferenzen beobachten zu
konnen, muss man das Licht einer einzigen Lichtquelle verwenden und dieses in
Teilwellen aufspalten. Abbildung 4c) zeigt ein Beispiel, welches auch bei der Ver-
wendung von natiirlichem Licht, die Beobachtung von Interferenzerscheinungen
ermoglicht. Anstatt zwei Lichtquellen, die statistisch unabhéngig voneinander
emittieren, verwenden wir hier eine Lichtquelle, deren Wellenfront mit Hilfe ei-
ner Doppellochblende in zwei Teilwellen aufgespalten wird. Da beide Offnungen
von der gleichen Primérwelle angeregt werden, emittieren diese nach dem Hyu-
gens’schen Prinzip Sekundéirwellen, die die gleiche Phase aufweisen und daher
winterferenzfahig® sind.

Es gibt noch weitere Eigenschaften, die bei der Beobachtung von Interferenz-
erscheinungen erfiillt sein miissen. So darf der Gangunterschied der Wellen
nicht beliebig grof} sein. Wie bereits erwahnt wurde, erfolgt die atomare Emis-
sion eines Wellenzugs bei natiirlichem Licht in einem sehr kurzem Zeitraum 7
(Kohirenzzeit). Diese kurze Emissionszeit bedingt schliellich, dass die ausge-
sendeten Wellenziige auch nur eine kleine Linge! besitzen. Ist ¢ die Lichtge-
schwindigkeit, so ergibt sich fiir die Ldnge L des emittierten Wellenzugs

L=cr (17)
Die Lénge L wird als Kohérenzlédnge bezeichnet. Bei Interferenzversuchen ist
darauf zu achten, dass der Gangunterschied nicht grofler als die Kohérenzlénge
wird. Andernfalls stammen die interferierenden Teilwellen nicht aus dem selben
, Emissionsakt“ und besitzen daher keine konstante Phasenbeziehung.

Die Kohérenzldngen von Temperaturstrahlern wie z.B. einer Glithlampe oder
der Sonne sind sehr klein (einige Wellenlingen ~~ 10 pm). Bei Gasentladungs-
lampen liegt die Kohérenzlinge bei einigen Millimetern bis Metern und kann
sich bei Lasern gar im Bereich von vielen Kilometern bewegen.

L Achtung: Hier ist die geometrische Linge des Wellenzugs gemeint und nicht die Wel-
lenlénge!

Kohirenzlinge und spektrale Bandbreite

Bei unseren bisherigen Betrachtungen sind wir immer davon ausgegan-
gen, dass die Lichtquelle monochromatisch ist. Die Kohérenzbedingung besagt,
dass nur dann Interferenzen beobachtbar sind, wenn die sich iiberlagernden
Wellen eine konstante Phasenbeziehung aufweisen. Dies ist aber nur dann
moglich, wenn die Lichtquelle monochromatisches Licht aussendet. Solch
eine Lichtquelle gibt es aber nicht! Auch eine reale, extrem schmalbandige
Lichtquelle wie z.B. ein Laser, emittiert nur Licht einer bestimmten Frequenz
wo mit einer endlichen spektralen Bandbreite? Aw. Damit ist gemeint, dass das
Licht Frequenzanteile im Bereich von wy + Aw/2 enthilt.

Betrachten wir eine Lichtquelle mit einem rechteckigen Frequenzspektrum, wie
es links in Abbildung 5 dargestellt ist. Solch ein Spektrum kann z.B. durch Aus-
blenden eines bestimmten Spektralbereichs eines kontinuierlichen Spektrums er-
zeugt werden. Die Amplitude g(w) bei der Frequenz w sei gegeben durch:

(18)

9o, |w_w0| SA(U/2
g(w) =
0, |w—wol>Aw/2.

Das von solch einer Lichtquelle ausgesandte Licht entspricht einer Uberlagerung
von Wellen mit Frequenzen im Bereich von wy — Aw/2 bis wg + Aw/2:

oo ) Aw/2 )
Eg = / g(w) €Z(Wt7kz)dw _ / 9 ezw(i&fz/c)dw7 (19)

—00 —Aw/2

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit bezeichnet. Fiir die Phase nehmen wir an,
dass diese am Ort z = ct fiir alle Frequenzen Null ist. Verwenden wir der
Ubersichtlichkeit wegen die Abkiirzungen 0 = w—wy, do = dw und p =t —2z/c,
so folgt:

2Dies folgt z.B. aus der Heisenberg’schen Energie-Zeit Unschirfe.
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Abbildung 5: Links: Polychromatisches Licht mit rechteckformigen Spektrum
der spektralen Breite Aw. Rechts: Resultierende Wellenform. Der Pfeil mit der
Abkiirzung FT steht fiir Fouriertransformation.

Aw/2 )
Es = / go €@t di (20)
—Aw/2
) Aw/2
— gy P / ¢ do. 21)
—Aw/2
— @ eipwo eipAw/2 _ efipAw/2 (22)
ip
2 )
= 290 girwo gin pAw/2. (23)
p

Ersetzen wir nun wieder o und p durch die urspriinglichen Groéflen, so erhalten
wir schlie3lich:

in (Aw/2(t = 2/0)) iya-zse)
Aw/2(t— 2/0) ’

wobei hier Ey = g9 Aw definiert wurde. Die Form dieser Welle ist in Abbildung 5

Es = E, (24)

rechts dargestellt. Die Abbildungen 6a) und 6b) zeigen eine Messung die mit dem
Michelson- Interferometer durchgefiihrt wurden. Die von einer Lichtquelle mit
einem rechteckigen Frequenzspektrum ausgehende Welle ist amplitudenmodu-
liert. Die Amplitude ist an der Stelle zp maximal. Zudem besitzt der Wellenzug
noch weitere Nebenmaxima, deren Amplituden aber schnell abfallen. Man be-
zeichnet solch einen Wellenzug auch als Wellenpaket.

Die Intensitéit des Wellenpakets berechnet sich aus dem Quadrat der Ampli-
tude. Eine Rechnung zeigt, dass die Intensitéit des ersten Nebenmaximums nur
4,7 % der Intensitit des Hauptmaximums betréigt. Die Intensitéiten der weiteren
Nebenmaxima betragen gar nur 1,7 %, 0,8 %, 0,5 % u.s.w. Nahezu die gesamte
Intensitat des Wellenpakets steckt im Hauptmaximum. Wir kénnen daher an-
nehmen, dass das Wellenpaket eine endliche Breite besitzt, welches der Breite
des Hauptmaximums von 47e/Aw entspricht.

Uberlagern sich zwei solcher Wellenpakete mit einer relativen Verschiebung von
Az = 2mc/Aw, so fillt die Maximalamplitude des einen auf die erste Nullstel-
le des anderen Wellenpakets. Man kann also fiir Wellenpakete dieser Art die
Kohirenzlange L definieren durch:

_ 27

Kohérenzlange: L=——.
Aw

(25)
Je schmalbandiger die Lichtquelle, desto grofler ist die Kohérenzldnge. Damit
wird nun auch versténdlich, warum die Kohérenzldngen von Temperaturstrah-
lern so klein sind. Nur streng monochromatisches Licht (d.h. Aw — 0) hat
unendlich lange Wellenziige und damit eine unendliche Kohérenzlange.
Anstatt die Kohérenzldnge durch die Frequenz auszudriicken, kénnen wir die-
se auch durch die Angabe der Wellenlénge beschreiben. Mit Aw = 27Av =
2mcAN/A? schreibt sich die Kohirenzlinge

)\2

Kohs linge: L=—.
ohirenzlénge A

(26)
Es soll noch angemerkt werden, dass zwischen der Amplitude Eg und dem Fre-
quenzspektrum g(w) in Gleichung (19) ein wichtiger Zusammenhang besteht:
g(w) ist die Fouriertransformierte von Fg. Im niichsten Praktikumsversuch Fou-
rieroptik werden Sie sich mit dieser Thematik noch genauer beschéftigen.

In Abbildung 6¢) ist das Spektrum einer griinen Leuchtdiode (LED) darge-
stellt. In Abbildung 6d) das resultierende mit dem Michelson- Interferometer
gemessene Wellenpaket (Interferogramm). Das Spektrum ldsst sich durch eine
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Abbildung 6: a) Modifiziertes, ,rechteckformiges® Spektrum einer Halogenlam-
pe. b) Gemessenes Interferogramm. ¢) Spektrum einer LED. d) Interferogramm
der LED. e) Spektrum eines Lasers. f) Interferogramm eines Lasers.

GauB- Verteilung approximieren. Die Fouriertransformation einer Gau3funktion
ist ebenfalls eine GauBfunktion. Das Interferogramm ist daher gauf}formig
moduliert. Diese Methode findet Anwendung in der Fourier-Transform-
Infrarotspektropie (FTIR-Spektroskopie). Dabei werden mit dem Michelson-
Interferometer Interferogramme von Infrarot- Lichtquellen aufgenommen. Die
dazugehorigen Spektren konnen danach einfach durch eine Fouriertransforma-
tion berechnet werden. Abbildung 6e) zeigt das Spektrum eines Lasers. Da
dieses sehr schmalbandig ist, sieht man im Interferogramm auch iiber einen
sehr groflen Verfahrweg keine Modulation. Das erklédrt die grofle Kohérenzlinge
gegeniiber anderen Lichtquellen.

Interferenzen an diinnen Schichten

In den beiden folgenden Abschnitten, werden zwei Spezialfille, die Inter-
ferenzen gleicher Neigung und die Interferenzen gleicher Dicke behandelt, die
fiir das Verstdndnis des Michelson-Interferometers sehr wichtig sind.

Interferenzen gleicher Neigung

Interferenzen gleicher Neigung treten dann auf, wenn ein Lichtbiindel auf
eine transparente, planparallele Platte trifft. Abbildung 7a) verdeutlicht das
Prinzip. Das von einer Lichtquelle ausgehende Lichtbiindel fillt unter dem
Winkel a auf eine Platte der Dicke d und mit dem Brechungsindex n. Ein
Teil der Intensitdt wird an der Oberfliche reflektiert, der andere Teil wird im
Medium nach dem Snellius’schen Brechungsgesetz gebrochen. Beim Austritt des
Lichtbiindels aus dem Medium tritt erneut eine Reflexion bzw. Transmission
auf.

Durch die Platte wird das einfallende Lichtbiindel in mehrere reflektierte und
transmittierte Lichtbiindel aufgespaltet, wobei benachbarte Teilbiindel einen
Gangunterschied entsprechend des optischen Wegunterschieds besitzen. In Ab-
bildung 7b) ist dies fiir zwei benachbarte reflektierte Teilbiindel dargestellt. Fiir
den Gangunterschied A berechnen wir:

A =n(AB+ BC) — AD (27)
= 2nd — 2dtan Bsin a.
cos 3
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Abbildung 7: a) Interferenz gleicher Neigung. b) Berechnung des Gangunter-
schieds benachbarter Teilbiindel. ¢) Strahlengang fiir zwei Lichtbindel mit un-
terschiedlichem Einfallswinkel. d) Interferenzmuster: Haidinger’sche Ringe.

Interferenzmuster

Mit Hilfe des Snellius’schen Brechungsgesetzes ergibt sich:

ond  2ndsin® 8
= el 2
cos 3 cos 3 (28)
=2nd cos (29)

=2dv/n? — sin? a.

Beriicksichtigen wir noch zusétzlich, dass bei Reflexion am optisch dichteren
Medium ein Phasensprung von 7 (bzw. ein Gangunterschied von A/2) auftritt,
so erhalten wir schliefllich fiir den Gangunterschied:

A =2dVn2? —sin?a — %

Bringt man in den Strahlengang eine Sammellinse, so interferieren die Teilbiindel
im Punkt P in der Brennebene der Linse. Dabei tritt maximale Intensitét auf,
wenn der Gangunterschied ein Vielfaches der Wellenlédnge betréigt. Fiir den Fall,
dass der Gangunterschied ein ungeradzahliges Vielfaches der halben Wellenlénge
betragt, 16schen sich die Teilwellen aus.

Der Gangunterschied benachbarter Teilbiindel hingt vom Einfallswinkel o (Nei-
gungswinkel) des einfallenden Lichts ab. Ist das einfallende Licht nicht parallel,
so dass mehrere Lichtbiindel mit unterschiedlichen Einfallswinkel auf die Platte
treffen (Abbildung 7c¢), so interferieren alle Teilbiindel, die unter dem gleichen
Neigungswinkel einfallen im selben Punkt. Daher spricht man von Interferenz
gleicher Neigung.

Abbildung 7c) zeigt nur einen zweidimensionalen Spezialfall, bei dem die
Wellenbiindel in der gleichen Einfallsebene auf die Platte treffen. Im Dreidi-
mensionalen, bei dem die Wellenbiindel auch unter unterschiedlichen Winkel
1 zum Einfallslot einfallen, interferieren alle Teilwellen, die den gleichen
Neigungswinkel « besitzen, nicht in einem Punkt, sondern innerhalb eines
Kreisrings in der Brennebene der Linse. Als Interferenzmuster beobachtet man
daher ein konzentrisches Ringsystem, die als Haidinger’sche Ringe bezeichnet
werden (Abbildung 7d).

(30)

Interferenzen gleicher Dicke

Fillt paralleles Licht auf eine keilférmige Platte, so verlaufen die reflektierten
Lichtbiindel nicht mehr parallel zueinander (Abbildung 8). Falls der Keilwinkel
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Interferenzmuster

i 4

Abbildung 8: Interferenz gleicher Dicke.

€ sehr klein ist, gilt fiir den Gangunterschied der Teilbiindel 1a und 1b

A ~2d(z)Vn? —sin® a — g

Féllt das Licht zudem fast senkrecht auf den Keil, so gilt sin @ ~ 0 und somit

A =~ 2d(z)n — %

(31)

(32)

Der Gangunterschied &ndert sich mit der Keildicke d(x). Nur in einem Streifen
parallel zur Keilkante, d.h. fiir d(x) = konstant, ist der Gangunterschied
gleich grof. Blickt man von oben auf den Keil, so beobachtet man daher ein
Streifenmuster (Fizeau- Streifen).

Das Michelson-Interferometer

Der Aufbau eines Michelson-Interferometers ist in Abbildung 9a) skizziert. Die
von einer Lichtquelle ausgehenden Wellenziige treffen auf einen Strahlteiler,
der das einfallende Licht in zwei Teilwellen gleicher Intensitéit aufteilt. Der eine
Teil wird senkrecht zur Einfallsrichtung ,nach oben® abgelenkt, der andere
Teil wird nicht abgelenkt und lauft weiter in den ,linken“ Schenkel. Nach
dem Durchlaufen einer Wegstrecke s treffen die Teilwellen jeweils auf einen
weiteren Endspiegel, der das Licht zuriickreflektiert. Der Endspiegel im linken
Schenkel des Interferometers (beweglicher Spiegel) ist zudem um eine Distanz
Ax verschiebbar. Der kippbare Spiegel im oberen Schenkel ldsst sich um einen

kleinen Winkel € verkippen. Die reflektierten Wellenbiindel treffen wieder
auf den Strahlteiler und verlassen diesen in gleicher Richtung. Schlieflich
treffen beide Wellenbiindel auf einem Schirm oder Detektor, an dem sich die
entstehenden Interferenzmuster beobachten lassen.

kippbarer
a) Spiegel b)
&
beweglicher kippbarer WeiRlichtposition
Spiegel Spiegel Ax~0
X Syranit '|* e la
rahlteiler X
Lichtquelle — —
.5 ® beweglicher
- -« Spiegel
Interferenz gleicher Neigung
kippbarer Weillichtposition
—— Spiegel Ax~0
Schirm, Detektor é —
beweglicher
Spiegel

Interferenz gleicher Dicke

Abbildung 9: a) Aufbau eines Michelson-Interferometers. b) Die beiden End-
spiegel bilden eine ,Luftplatte®, so dass je nach Spiegelstellung entweder Inter-
ferenz gleicher Neigung oder Interferenz gleicher Dicke auftritt.

Die optischen Lichtwege in den jeweiligen Schenkeln sind je nach Position des
beweglichen Spiegels unterschiedlich grof8. Zum besseren Verstdndnis kénnen
wir uns die jeweiligen Lichtwege in der gleichen Richtung vorstellen, indem wir
uns z.B. den linken Schenkel um 90° auf den oberen Schenkel geklappt denken.
Dadurch &ndern sich nicht die tatséchlich durchlaufenen Lichtwege. Es wird aber
ersichtlich, dass die beiden Spiegel eine Luftplatte der Dicke Az bilden und je
nach Orientierung des kippbaren Spiegels, entweder Interferenz gleicher Neigung
oder Interferenz gleicher Dicke auftritt (Abbildung 9b).

Bei parallelen Spiegeln (Interferenz gleicher Neigung) betrigt der Gangunter-
schied in Richtung des Winkels o gemifl Gleichung (30):
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Abbildung 10: Interenzmuster bei unterschiedlichen Spiegelabstinden.

A =2Azxcosa — %, (33)

wobei wir hier fiir den Brechungsindex n = 1 angenommen haben. Als In-
terferenzmuster beobachtet man ein Ringsystem wie es in Abbildung 10 fiir
unterschiedliche Spiegelabstinde Ax dargestellt ist. Die Interpretation dieses
Musters ist besonders einfach, wenn wir uns nur auf das Zentrum, d.h. a = 0,
beschrianken. Hierfur folgt aus (33):
Alazo =2Ax — é
2
Fiir Az = A\/2 betrégt der Gangunterschied A\/2, so dass im Zentrum das Mi-
nimum O-ter Ordnung liegt. Sind die Spiegel um Az = 3\/4 verschoben, be-
tragt der Gangunterschied A. Im Zentrum liegt dann das Maximum 1-ter Ord-
nung. Verdndert man den Spiegelabstand kontinuierlich, so quillt bei jeder
Weginderung um \/2 eine neue Interferenzordnung aus dem Zentrum hervor
und die niedrigeren Ordnungen bewegen sich radial nach auflen.
Wird der kippbare Spiegel um einen kleinen Winkel geneigt, so geht das
kreisformige Interferenzmuster in ein Streifenmuster iiber (Interferenz gleicher

(34)

Dicke). Auch in diesem Fall fithrt eine VergréBerung von Az um A/2 dazu,
dass eine neue Interferenzordnung entsteht. Wird der bewegliche Spiegel kon-
tinuierlich verschoben, so wandern die Interferenzstreifen gleichméfig in eine
bestimmte Richtung.

Dieses Prinzip lédsst sich zur Bestimmung der Wellenldnge der Lichtquelle ver-
wenden. Der bewegliche Spiegel kann mit Hilfe eines Motors messbar verschoben
werden. Wird der Spiegel um die Strecke Az verschoben, so wandern Am Inter-
ferenzstreifen an einer Markierung vorbei. Durch Messung von Az und Zahlung
der dabei vorbeigelaufenen Interferenzstreifen Am kann die Wellenldnge be-
rechnet werden. Da jeder geziihlte Streifen einer Anderung von Az um \/2
entspricht, folgt fiir die Wellenldnge:

)\:2£

= (35)

Des Weiteren sollen Sie interferometrisch den Brechungsindex von Luft bestim-
men. Dazu wird in einem Interferometerschenkel eine Glaskiivette eingebaut.
Der Luftdruck in der Kiivette kann mit Hilfe einer Pumpe und einem Nadel-
ventil variiert werden. Andert sich der Druck in der Kiivette, so dndert sich
der Brechungsindex An und damit die optische Weglédnge. Auf einem Schirm
kann man dann wieder Am Interferenzstreifen an einer Markierung vorbeilaufen
sehen. Ist a die Linge der Kiivette, so folgt fiir die Anderung des Gangunter-
schieds

A = 2aAn. (36)

Die Zwei beriicksichtigt, dass die Kiivette von dem Lichtbiindel zweimal durch-
laufen wird. Mit A = AAm folgt:

A An A

Der Brechungsindex wird iiber den ganzen verfiigbaren Bereich An = n(Luft) —
n(Vakuum) = n—1 variiert, indem der Druck in der Kiivette vonp =0bisp = b
(b: Luftdruck) verdndert wird und man dabei die am Marker vorbeilaufenden
Interferenzstreifen Am zihlt. Dann ist

(37)

A

n(AT,b)—1= %Am(b). (38)

Mit dem Michelson-Interferometer lassen sich auch Interferenzen mit Lichtquel-
len beobachten, die eine sehr kleine Kohérenzléinge besitzen (z.B. Leuchtdiode,
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Gliihbirne). Voraussetzung dafiir ist, dass der Gangunterschied in den beiden
Interferometerarmen nicht grofler ist als die Kohédrenzlinge. Daher miissen zur
Beobachtung dieser sogenannten , Weillichtinterferenzen“die Lichtwege in den
beiden Schenkeln nahezu gleich grof} sein. Diese Einstellung, bei der der bewegli-
che Spiegel so justiert ist, dass Az = 0 gilt, bezeichnet man als Weillichtposition
(Abbildung 9b).

VI Durchfiithrung des Versuchs

Achtung:

Optische Elemente wie Linsen und Spiegel sind
Auflerst empfindlich. Nicht benottigte Elemente in der
Lochplatte aufbewahren. Die Oberflichen niemals mit
den Fingern beriihren. Nicht direkt in den Laser und
die Leuchtdiode blicken. Schalten Sie diese aus falls
sie nicht beno6tigt werden.

VI.1 Justierung des Interferometers

Der Aufbau des im Praktikum verwendeten Michelson-Interferometers ist in
Abbildung 11 dargestellt. Der Aufbau entspricht im wesentlichen der Skizze
in Abbildung 9a). Auf der rechten Seite kénnen zwei verschiedene Lichtquellen
(Laser oder Leuchtdiode) montiert werden. Das Licht trifft auf einen fest justier-
ten Strahlteilerwiirfel. Ein Teilstrahl wird nach links zum beweglichen Spiegel
geleitet, der andere nach oben zu dem festen Spiegel. Die Interferenz der Teil-
strahlen lassen sich auf einem Schirm beobachten und koénnen zusétzlich mit
einer Fotodiode elektronisch detektiert werden. Im oberen Schenkel auf Posi-
tion 3 kann zur Messung des Brechungsindex von Luft noch eine evakuierbare
Glaskiivette eingesetzt werden. Die Position des beweglichen Endspiegels im lin-
ken Interferometerschenkel kann mit Hilfe eines Motors eingestellt werden. Die
Bedienelemente der Motorsteuerung sind in Abbildung 11 unten dargestellt. Mit
dem linken Wipptaster (VELOCITY) kann der Spiegel kontinuierlich verfahren
werden. Wird der Taster nach vorne gedriickt, so bewegt sich der Spiegel in
Richtung des Strahlteilers. Die beiden Taster (MOVE/JOG) rechts bewegen
den Spiegel um eine feste Distanz. Der obere Taster verschiebt den Spiegel um
3 mm in Richtung des Strahlteilers, der untere Taster entsprechend 3 mm vom

Fester Spiegel Sp2

(3]
(2]

Strahlteiler

apt - dc servo controller

O

MOVE/JOG

O ACTIVE @

ORLAES

VELOCITY

O POWER

Abbildung 11: Oben: Aufbau des im Praktikum wverwendeten Michelson-
Interferometers. Unten: Bedienoberfliche der Motorsteuerung.
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Strahlteiler weg. Die Position des Spiegels kann mit einer Messuhr gemessen
werden.

Entfernen Sie die evakuierbare Kiivette falls sich diese im Strahlengang befindet.
Der bewegliche Spiegel sollte sich zunéchst nicht im Bereich der Weifllichtposi-
tion befinden. Um dies sicherzustellen, verfahren Sie den Spiegel am einfachsten
auf die Nullposition der Messuhr. Die Arbeitshohe wird durch eine Irisblende
festgelegt. Platzieren Sie diese in der Halterung 1 (Abbildung 11) und stellen Sie
den Durchmesser der Offnung auf etwa 0,5 mm ein. Platzieren Sie den griinen
Diodenlaser in der Halterung ganz rechts und justieren Sie diesen so, dass er
zentrisch auf die Irisblende trifft. Anschliefend die Iris in den Halter bei Positi-
on 2 stecken. Blenden Sie den vertikalen Strahl aus, indem Sie den Schirm in den
Halter bei Position 3 stecken. Justieren Sie den linken, beweglichen Spiegel so,
dass der reflektierte Strahl zentrisch auf die Irisblende des Detektors trifft. Dazu
befinden sich auf der Riickseite der Spiegelhalterung zwei Mikrometerschrauben
mit denen Sie den reflektierten Strahl in horizontaler und vertikaler Richtung
verschieben konnen. Die Mikrometerschrauben vorsichtig einstellen und auf kei-
nen Fall iiberdrehen.

Analog verfahren Sie mit dem festen Spiegel. Blenden Sie den horizontalen Strahl
aus (Schirm auf Position 1) und justieren Sie den festen Spiegel so, dass der
Strahl zentrisch auf die Irisblende des Detektors trifft. Entfernen Sie danach die
Irisblende aus dem Aufbau und stellen Sie den Schirm auf den Halter vor dem
Detektor. Eventuell sehen Sie jetzt schon ein Interferenzmuster. Weiten Sie den
Laser etwas auf. Montieren Sie dazu die -50 mm Linse in den Halter auf Posi-
tion 4. Nun sollten Sie Interferenzen beobachten kénnen. Falls die Streifen sehr
eng beieinander liegen, konnen Sie diese durch vorsichtiges Nachjustieren einer
der Spiegel auseinander schieben. Um ein Ringsystem beobachten zu kénnen
brauchen wir divergentes Licht. Platzieren Sie daher auf Position 2 die Linse
4200 mm und richten Sie diese symmetrisch aus. Nun sollten Sie ein Ringsys-
tem beobachten. Mit den Mikrometerschrauben an den Spiegeln kénnen Sie das
Interferenzmuster symmetrisch auf den Detektor ausrichten.

VI.2 Messung der Wellenlinge

Verstellen Sie den festen Spiegel so, dass Sie etwa 2 bis 3 Interferenzringe auf
dem Detektor beobachten. Die Offnung der Irisblende am Detektor auf einen
Durchmesser von etwa 1 mm einstellen (Abbildung 12 links). Schalten Sie das
Oszilloskop ein. An Kanal 1 ist direkt das Detektorsignal angeschlossen. Dieses
Signal wird zusétzlich auf den Eingang eines Diskriminators gegeben. Die Elek-

Tek

S @ 4cq Complete M Pas: 0,000s
+

Girob

K 500 us
22-%ep-15 1137

Abbildung 12: Links: Finstellung des Interferometers und des Detektors zur
Messung der Wellenlinge. Rechts: Messung der Signale mit einem Oszilloskop.

tronik bewirkt, dass das Signal nochmals verstiarkt wird und in ein Rechteck-
signal umgewandelt wird (Abbildung 12 rechts). Jeder Impuls entspricht einem
Interferenzmaximum. Die Maxima werden mit dem integrierten Zahler gezéhlt.
Bei der Messung der Wellenlédnge ist es wichtig, dass tatséchlich jeder Interfe-
renzstreifen detektiert und gezahlt wird. Verfahren Sie dazu mit dem Wipptaster
der Motorsteuerung den beweglichen Spiegel und beobachten Sie das Oszillo-
skopbild. Bei jedem Maximum des Sinussignals muss der Diskriminator einen
Rechteckpuls ausgeben. Falls dies nicht der Fall ist, konnen Sie folgendes opti-
mieren:

e Variierung des Durchmessers der Irisblende am Detektor.

e Verstdrkung des Detektors (Drehschalter am Detektorgehduse auf 60 dB
bzw. 70 dB stellen).

e Verstarkung des Diskriminators.

Die Irisblende sollte nicht zu grofl eingestellt werden, sonst mitteln Sie {iber
das Interferenzmuster. In der Regel reicht es aus die Verstarkung am Diskrimi-
nator zu optimieren. Die Verstérkung sollte aber auch nicht zu grof§ gewihlt
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werden, sonst wird der Aufbau zu empfindlich und anfillig gegen Kkleinste
Erschiitterungen.

Machen Sie sich mit der Messuhr vertraut. Ein Teilstrich entspricht 1 pm, eine
volle Zeigerumdrehung 0,2 mm. Fahren Sie den Spiegel in Richtung Messuhr
und stellen Sie die Position auf einen Startwert s, z.B. s,=0. Es ist vollig egal
ob der Startwert 0 oder etwa 0,1 ist. Wichtig ist, dass Sie beim Einnehmen
der Startposition nicht die Verfahrrichtung des Motors dndern. Falls Sie die
Verfahrrichtung &ndern zeigt die Messuhr solange nichts an, bis das Spiel der
Getriebespindel ausgeglichen ist. Notieren Sie den Startwert s,. Ab jetzt sind
alle Erschiitterungen zu vermeiden. Driicken Sie die Resettaste am Z&hler und
starten Sie den Motor indem Sie den rechten oberen Knopf am Motorcontroller
vorsichtig driicken. Der Spiegel bewegt sich nun ca. 3 mm und die dabei durch-
laufenden Interferenzmaxima werden vom Zihler registriert. Notieren Sie sobald
der Spiegel angehalten hat sofort die gemessenen Impulse. Danach notieren Sie
die Endposition s, der Messuhr.

Diese Messung ist insgesamt fiinfmal mit jeweils anderen Werten fiir sg durch-
zufiihren. Da die Messuhr maximal 5 mm aufnehmen kann, muss die Startposi-
tion kleiner als 2 mm sein. Fiir die Wellenldnge gilt dann

Se — Sa

A=2 :
m

(39)

wobei m die gezihlten Impulse sind. Die Genauigkeit der Messuhr kénnen Sie
aus dem ausliegenden Datenblatt entnehmen.

VI.3 Messung des Brechungsindex von Luft

Als Lichtquelle wird weiterhin der griine Laser benutzt. Platzieren Sie vor dem
Detektor den Schirm und vor dem festen Spiegel auf Position 3 die Kiivette.
Stellen Sie den festen Spiegel so ein, dass Sie auf dem Schirm 2-3 Interferenzrin-
ge sehen. Schlieflen Sie das Nadelventil indem Sie den Einstellknopf ganz nach
rechts drehen. Schalten Sie die Vakuumpumpe ein und 6ffnen Sie den Absperr-
hebel solange, bis sich der Druck in der Kiivette nicht mehr dndert. Danach
den Absperrhebel wieder schliefen und die Pumpe ausschalten. Mittels des Na-
delventils ldsst man in die evakuierte Gaszelle langsam Luft einstrémen. Dabei
quellen aus dem Zentrum neue Interferenzringe hervor. Lesen Sie nach je 5 Inter-
ferenzringen das Manometer ab (po, ps, p10,...). Falls Sie allein arbeiten, miissen
Sie bei der Ablesung des Manometerwertes das Nadelventil schlieffen und an-

schlieffend wieder 6ffnen. Fiihren Sie die Messung dreimal durch und notieren
Sie die Zimmertemperatur.

VI.4 Messung der Kohirenzlinge einer Leuchtdiode

Entfernen Sie die Kiivette aus dem Strahlengang. Verfahren Sie den beweglichen
Spiegel in den Bereich der Weillichtposition. Der ungefihre Wert ist auf dem
Interferometer angegeben. Stellen Sie den festen Spiegel so ein, dass Sie sehr
grofle Interferenzstrukturen sehen, d.h. moglichst nur einen Ring. Anstatt des
Lasers bauen Sie nun die Leuchtdiode ein. Entfernen Sie die -50 mm Linse vor
dem Detektor und richten Sie die Leuchtdiode so aus, dass Sie den Schatten
des Strahlteilers zentrisch auf dem Detektor sehen. Die Offnung der Irisblende
am Detektor sollte etwa 1-2 mm sein. Die Verstirkung des Detektors auf das
Maximum einstellen (70 dB).

Da die Kohérenzldnge der Leuchtdiode sehr klein ist, sind Interferenzen nur iiber
einen sehr kleinen Verfahrweg beobachtbar. Um diese mit dem Oszilloskop dar-
zustellen, muss das Oszilloskop im Single- Modus betrieben werden. In diesem
Modus ,,wartet das Oszilloskop auf ein Signal einer gewissen Grofie, welches Sie
mit dem Triggerlevel einstellen kénnen. Sobald ein Signal anliegt welches den
Level iibersteigt, beginnt das Oszilloskop mit der Aufzeichnung und speichert
den Signalverlauf. Eine Anleitung zur Einstellung des Single- Modus liegt aus.

Stellen Sie die y-Ablenkung auf 50 mV und legen Sie den Triggerlevel gerade
etwas iiber den Rauschpegel, so dass das Oszilloskop im Single- Modus nicht
auslost. Stellen Sie das Oszilloskop scharf und verfahren Sie den beweglichen
Spiegel in Richtung Strahlteiler. Dazu den Wippschalter des Motorcontrollers
ganz nach oben driicken und halten. Sobald Sie auf die Weillichtposition kom-
men 16st das Oszilloskop aus und speichert das Signal. Lassen Sie dann sofort
den Wippschalter los und stellen Sie den Schirm vor den Detektor. Fahren Sie
den Spiegel sehr langsam in die entgegengesetzte Richtung bis Interferenzen
sichtbar werden.

Entfernen Sie den Schirm und wiederholen Sie die Messung mit optimierten
Ostzilloskopeinstellungen. Entfernen Sie sich etwa eine Umdrehung der Messuhr
von der Weifllichtposition und fahren Sie dann mit maximaler Geschwindigkeit
zuriick durch die WeiBlichtposition (Wippschalter ganz durchdriicken). Sie soll-
ten ein Signalverlauf bekommen, wie in Abbildungen 6d) dargestellt. Speichern
Sie den Signalverlauf auf einen USB- Stick. Anleitung dazu liegt aus.
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VII Auswertung

zu 2.

Berechnen Sie die Wellenldnge des griinen Lasers unter Beriicksichtigung
des statistischen Fehlers (Messreihe) und des systematischen Fehlers (Mes-
suhr). Vergleichen Sie diesen Wert mit den Herstellerangaben: A = (532+1) nm.

zu 3.
Berechnen Sie den Brechungsindex von Luft fiir Normalbedingungen. Ist ng der
Brechungsindex bei Normalbedingungen, dann gilt:

no—1  poT

- - = ) 40
n(p) -1 pTy (40)
Mit Hilfe von Gleichung (38) folgt dann:
T A Am poT
(no—1)=(n-12 = = === B (41)

pTo 2a p Tp'

wobei T' die Temperatur wihrend der Messung ist und die mit 0 indizierte
Groflen sich auf Normalbedingungen beziehen (Tp=273,15 K, pp=101325 Pa).
Tragen Sie in einem Diagramm Am iiber den Druck p auf und bestimmen Sie
Steigung Am/p. Damit konnen Sie aus Gleichung (41) ng bestimmen. Fiir die
Wellenlénge setzen Sie entweder den Literaturwert ein oder den von Ihnen zuvor
bestimmten Wert. Das Innenmaf der Kiivette betrigt a = (50 £ 0,05) mm.
Das Manometer besitzt eine Giiteklasse von 0,6. Eine beliebige Ablesung kann
um maximal 0,6% vom Skalenendwert (800 Torr) falsch sein, also um knapp
5 Torr. Dieser systematische Fehler der Absolutanzeige sollte sich bei Diffe-
renzmessungen zwar weitgehend herausheben, es muss jedoch damit gerechnet
werden, dass auch die relative Teilungsgenauigkeit der Skala nicht viel besser
als 0,6% ist (d.h. 1 Teilstrich 5 Torr £0,6%). Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit
dem Literaturwert no=1,00028 (trockene Luft bei Normatmosphire nach David
R. Lide (Hrsg.): CRC Handbook of Chemistry and Physics. 90. Auflage).

zu 4.

Stellen Sie den gemessenen Signalverlauf grafisch da. Die vom Oszilloskop
erzeugte Datei besitzt 18 Headerzeilen und besteht aus 6 Spalten, von denen
sich aber nur in 2 Spalten Daten befinden (Zeit und Spannung).

Wir benétigen die folgenden Module:

Jmatplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

Zum Importieren verwenden wir die Numpy-Funktion genfromtxt(). Wir
miissen den Pfad/Dateiname der Messung angeben. Benutzen Sie anstatt
"TEKO0000.CSV’ den Namen Threr Datei. Desweiteren werden die erste 18 Hea-
derzeilen iibersprungen.

data=np.genfromtxt (' TEK0000.CSV',delimiter=",",skip_header=18)
print(data)

Das importierte Array sieht dann wie folgt aus:

[[ nan nan nan -0.1242 0.  nan]
[ nan nan nan -0.1241 0.  nan)]
[ nan nan nan -0.1240 0.02 nan]
[ nan nan nan 0.1237 0. nan|
[ nan nan nan 0.1238 0.02 nan)]
[ nan nan nan 0.1239 0. nan]]

Die Spalten mit den Eintridgen nan (not a number) werden nicht benétigt. Wir
benéstigen nur die vierte (Zeit) und fiinfte (gemessene Spannung) Spalten:

t=datal:,3:4] # 4. Spalte ausschneiden
t=t[:, 0] # in 1D array wandeln
U=datal:,4:5] # 5. Spalte ausschnetden
U=U[:, 0] # in 1D array wandeln

Diese Werte konnen wir nun grafisch darstellen:

plt.figure(figsize=(8,6))

plt.plot(t,U, color='red', linewidth=1)

plt.xlabel('Zeit / s')

plt.ylabel('Intensitaet / b.E."')

plt.title('Interferogramm einer LED')

plt.axis([-0.05, 0.07, -1.8, 1.8]) # hter die Achsenbereiche
# anpassen

plt.savefig('interferogramm_1.pdf',format="'pdf')
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In der Zeile plt.axis([-0.05, 0.07, -1.8, 1.8]) miissen Sie die Achsenbe-
reiche auf Thre Werte anpassen. Das Diagramm sollte so dhnlich wie in Abbil-
dung 13 aussehen.

Interferogramm einer LED

1.0} 1
0.5 1

0.0

Intensitaet / b.E.

—-0.5} ,

-1.0}F B

-15} f

. . .
0.00 0.02 0.04

Zeit/s

. .
—0.04 —-0.02 0.06

Abbildung 13: Interferogramm einer grimen LED.

Legen Sie eine Gauflkurve als Einhiillende an die Daten. Hierfiir gibt es zwei
Moglichkeiten:

e Methode 1: Sie zeichnen die Gau3kurve indem Sie die Parameter von Hand
variieren.

e Methode 2: Sie bestimmen die Einhiillende und fitten eine Gauf3kurve an.

Entscheiden Sie sich fiir eine dieser Methoden.

Methode 1:
a=0.062 # Flaeche Gauss
mu=0.011 # Lage des Maximums

sig=0.0148 # Sigmabrezte

def gauss(t):
return a/np.sqrt(2+np.pi)/sig*np.exp(-(t-mu)**2/(2*sig**2))

plt.figure(figsize=(8,6))

plt.plot(t,U, color='red', linewidth=1)
plt.xlabel('Zeit / s')

plt.ylabel('Intensitaet / b.E.')
plt.title('Interferogramm einer LED')
plt.axis([-0.05, 0.07, -1.8, 1.8])
plt.plot(t,gauss(t), color='blue', linewidth=1)

plt.savefig('interferogramm_2.pdf',format='pdf')

Variieren Sie die Parameter a, mu, sig bis die GauBkurve als Einhiillende an
den Daten liegt (Abbildung 14). Aus der Breite der GauBverteilung (o oder
Halbwertsbreite) kénnen Sie die Kohérenzldnge der Leuchtdiode abschétzen.
Die Verfahrgeschwindigkeit betrégt 0,1 mm/s.

Methode 2:

Um die Einhiillende zu erhalten bestimmen wir die Maxima des Interfero-
gramms. Dies geht z.B. mit der Funktion find_peaks_cwt ().

from scipy import signal
peakind = signal.find_peaks_cwt (U, np.arange(1,30) ,noise_perc=20)

Die gefunden Maxima befinden sich im Array peakind. Stellen Sie diese grafisch
zusammen mit dem Interferogramm dar (Abbildung 15). Falls nicht alle Maxima
gefunden wurden, variieren Sie den Wert von noise_perc=20.

plt.plot(t[peakind], U[peakind] ,marker='o"',linewidth=0)
plt.plot(t,U, color='red', linewidth=1)
plt.xlabel('Zeit / s')

plt.ylabel('Intensitaet / b.E."')
plt.title('Interferogramm einer LED')

plt.axis([-0.05, 0.07, -1.8, 1.8])
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Interferogramm einer LED

1

15
1.0}
0.5
0.0

S

-1.0}F B

Intensitaet / b.E.

-15} f

L L L L L
—-0.02 0.00 0.02 0.04 0.06
Zeit/s

.
—0.04

Abbildung 14: Interferogramm mit Gaufkurve.

An die gefundenen Maxima kénnen wir nun eine Gaulkurve fitten.

#Fit funktion Gauss
def fitFunc(t, a, mu, sig):
return a/np.sqrt(2+np.pi)/sig*np.exp(-(t-mu)**2/(2*sig**2))

from scipy.optimize import curve_fit
popt, pcov= curve_fit(fitFunc, t[peakind], Ulpeakind])

x=np.linspace(-0.05,0.1,100) #z-Werte fuer die Fitfunktion
plt.plot(x, fitFunc(x, *popt))

plt.plot(t[peakind], Ulpeakind] ,marker='%"', linewidth=0)
plt.xlabel('Zeit / s')

plt.ylabel('Intensitaet / b.E.")

Interferogramm einer LED

T T T “ T T T
®lle
1.5} ° ® i

| it |
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T 0.0
0
c
2 -05} .
£
_10 - -
—-1.5}F -
—-0.04 —-0.02 0.00 0.02 0.04 0.06
Zeit/s
Abbildung 15: Interferogramm mit Mazima.
plt.title('Interferogramm einer LED (Gau{\ss}fit)')
plt.axis([-0.05, 0.07, -0.1, 1.8])
print (*popt)
plt.savefig('interferogramm_3.pdf',format="'pdf')

Die x-Werte die hier in der ersten Zeile generiert werden miissen Sie auf Th-
ren Bereich anpassen (linspace(start,ende,100 Werte)). Mit *popt werden die
Fitparameter automatisch in Ihre zuvor definierete Funktion entpackt. Das Er-
gebnis ist in Abbildung 16 dargestellt. Aus der Breite der GauBverteilung (o
oder Halbwertsbreite) kénnen Sie die wieder die Kohiirenzlinge der Leuchtdi-
ode abschitzen. Die Verfahrgeschwindigkeit betréigt 0,1 mm/s.
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Interferogramm einer LED (GaufRfit)
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Abbildung 16: Einhiillende des Interferogramm mit Gaufsfit.
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Versuch 233
Fourieroptik

Abbildung 1: Versuchsaufbau: optische Bank.
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Abbildung 2: Versuchsaufbau: Zeilenkamera mit Zylinderlinse.
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IIT Motivation

Der vorliegende Versuch soll zu einem vertieften Verstdndnis der Theorie der op-
tischen Abbildung beitragen. Es wird dabei die Rolle der Beugung am Objekt,
also des abzubildenden Gegenstandes, beim Zustandekommen des Objektbildes
untersucht. Das Beugungsbild des Objektes entsteht zum ersten Mal in der Bren-
nebene einer Linse, die hinter dem Objekt aufgestellt ist. Es heifit— aus Griinden,
die im Lauf der Lektiire versténdlich werden sollen— auch ,Fourierbild*, die
Brennebene, in der es entsteht, nennt man ,,Fourierebene“. Ernst Abbe, der Je-
naer Physiker, der sich 1873 mit den Fragen der prinzipiellen Auflésung eines Mi-
kroskopes befasste, nannte das Beugungsbild das ,,primére Bild*“ und das {ibliche
Bild des Objektes das ,,sekundére Bild“. In der Betrachtungsweise der Fourier-
optik ist ein Bild, das von einer Linse entworfen wird, die Summe— das Integral—
aller am Objekt gebeugten Teillichtbiindel. Die Linse erfiillt dabei nur die Funk-
tion, diese Teilbiindel im Endlichen— der Bildebene— zusammenzufithren. Um zu
untersuchen, welchen Beitrag die verschiedenen Beugungsordnungen zum ent-
stehenden Bild liefern— also dessen Helligkeitsverteilung, Bildschéirfe— erlaubt
es der Aufbau, u.a. gezielt in der Fourierebene einzelne Beugungsordnungen
auszublenden bzw. zuzulassen und am Bild zu verfolgen, wie sich dabei dessen
Struktur &ndert.

An dem formal besonders einfach zu behandelnden aber auch als Modell be-
sonders wichtigen Objekt ,,Spalt“ wird zunéchst die Intensitdtsverteilung iiber
die Spaltbreite bei Zulassung einer zunehmenden Zahl von Beugungsordnun-
gen zum Spaltbild mit einer empfindlichen CCD-Zeilenkamera gemessen. Die
jeweils beobachtbaren charakteristischen Bildstrukturen kénnen mit den Ergeb-
nissen einer theoretischen Analyse verglichen werden, in welcher das Bild aus
den jeweils zur Abbildung zugelassenen Beugungsordnungen wieder mehr oder
minder vollstindig zusammengesetzt wird. Diese theoretische Analyse wird mit
Hilfe von Python auf einem PC durchgefiihrt, wobei mit wenigen Programmzei-
len Fourierintegrale bestimmt und damit errechnete Spaltbilder geplottet wer-
den konnen. An dem etwas komplexeren aber immer noch mathematisch ge-
nau und einfach zu behandelnden Doppelspalt werden analoge Untersuchungen
durchgefiihrt. Dariiberhinaus wird an diesem Modellobjekt das Problem der
Auflésung der Doppelstruktur experimentell sowie durch Simulationsrechnun-
gen mit Python untersucht.

IV Vorbereitung

Machen Sie sich vertraut mit den Themen der geometrischen Optik, der opti-
schen Abbildung (Linsenformel, Abbildungsmafistab), der Fraunhoferbeugung
und den mathematischen Regeln der Fouriertransformation. Schauen Sie sich
auch nochmals den Versuch ,, Optische Abbildung“ an, den Sie im Praktikum I
durchgefiihrt haben.

V  Aufgaben

Ein einfacher optischer Aufbau mit wenigen Linsen, einem Strahlteiler sowie
einem kleinen Diodenlaser als spektral schmale, intensive Parallellichtquelle
ermoglicht es, simultan sowohl das Beugungsbild des Objektes (hier Spalte, Git-
ter, Kreuzgitter etc.) als auch das iibliche Bild des Objektes selbst darzustellen.
Durch Eingriffe in der ,,Fourierebene“— das ist die Ebene, in der die Beugungs-
struktur erstmals auftritt— werden gezielt die Beitrége der einzelnen Beugungs-
ordnungen zum Objektbild sichtbar gemacht und kénnen quantitativ verfolgt
werden.

Folgende Aufgaben sollen bearbeitet werden:

1. Aufbau der bendtigten optischen Anordnung.

2. Registrierung und Ausmessung der Beugungsfigur eines Einfachspaltes mit
einer CCD-Kamera.

3. Registrierung und Ausmessung des Spaltbildes mit der CCD-Kamera bei
gezielten Manipulationen (Ausblenden/Zulassen verschiedener Beugungs-
maxima) in der ,,Fourier-Ebene* (Fouriersynthese).

4. Zu Aufgabe 2 und 3 analoge Untersuchungen an einem Doppelspalt. Auf-
suchen von Beugungsfigur und Objektbild, zunéichst mit dem Auge, dann
mit der Kamera. Messungen zur Grenze der Auflésung der Doppelstruktur.

5. Quantitativer Vergleich der bei 2.) bis 4.) gemessenen Strukturen mit den
theoretisch zu erwartenden Intensitétsprofilen. Simulation des Grenzfalles
,, Verschwinden der Doppelstruktur” beim Doppelspalt mit Hilfe von Python
und Vergleich mit dem Experiment.

6. Qualitative Beobachtung verschiedener Beugungsobjekte bei Manipulatio-
nen in der Fourierebene (Liniengitter, Kreuzgitter, beugungsfreier Spalt,...).
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V1 Grundlagen
Die ,,klassische® Theorie der Beugung

Prinzipiell gibt es zwei Versuchsanordnungen, mit denen sich Beugungserschei-
nungen untersuchen lassen. Bei der Fresnelschen Beugung (Abbildung 3a), die
den allgemeinen Fall der Beugung beschreibt, befinden sich die Lichtquelle und
die Beobachtungsebene in einem endlichen Abstand zum beugenden Objekt.
Diese Anordnung fiihrt dazu, dass die im Punkt A interferierenden Lichtbiindel
unter verschiedenen Winkeln gebeugt werden. Die mathematische Behandlung
dieser Beugungserscheinung ist daher duflerst kompliziert. Einfacher gestaltet
sich der Fall, wenn nur parallele Lichtbiindel vorhanden sind. Bei dieser soge-
nannten Fraunhoferschen Beugung (Abbildung 3b) befindet sich die Lichtquelle
im Unendlichen, so dass das beugende Objekt von parallelem Licht beleuchtet
wird. Da alle Lichtbiindel parallel sind, interferieren diese im Unendlichen.
Will man die Intensitétsverteilung in einem endlichen Abstand beobachten,
so ist dies mit einer Sammellinse hinter dem beugenden Objekt moglich. Die
Beugungsstrukturen lassen sich dann in der Brennebene der Linse beobachten
(Denken Sie an die elementaren Linsengesetze: Parallelstrahlen werden zu
Brennpunktstrahlen). Uberlegen Sie sich, dass die Grofe der Beugungsstruktur
von der Brennweite der verwendeten Linse abhéngt.

Wir wollen hier nur auf die Fraunhofersche Beugung eingehen und als Beispiel
die Beugung an einem Spalt untersuchen.

Ein Spalt (Abbildung 4) wird von einem parallelen und monochromatischen
Lichtstrahl der Wellenléinge A beleuchtet. Wir kénnen infolgedessen sagen, dass
alle Punkte des Spaltes mit gleicher Amplitude Fy und Phase ¢ = wt erregt
werden:

E(Spalt) = E(y) = Foe™! (1)

Die Breite des Spaltes d werde in y-Richtung gemessen, der Nullpunkt liege in
der Mitte des Spaltes. Zudem soll die Linge sehr grofl gegeniiber der Breite sein,
so dass das einfallende Lichtbiindel nur in einer Dimension begrenzt wird.
Geméfl dem Huygens- Fermat’schen Prinzip geht von jedem Punkt des Spal-
tes eine Elementarwelle aus, deren Uberlagerung zu einer bestimmten Inten-
sitdtsverteilung im Unendlichen, bzw. in der Brennebene einer Linse, fithrt. Wir
miissen dazu alle Teilbiindel untersuchen, die parallel zueinander in einer be-
stimmten Richtung « laufen. Mathematisch bedeutet dies die Aufintegration
ebener Wellen aus den Quellpunkten des Spaltes:

a) Fresnelsche Beugung b) Fraunhofersche Beugung

paralleles
Licht Beobachtungsebene
%) im Unendlichen
Beugungsobjekt Beobachtungsebene
o
o #F 0Oy °ec
Lichtquelle
Beobachtungsebene
o 0) A
Linse f
paralleles
Licht
—I\ A

Abbildung 3: a) Fresnelsche Beugung. b) Fraunhofersche Beugung. Die Beob-
achtungsebene lisst sich mit Hilfe einer Linse aus dem Unendlichen auf einen
endlichen Abstand verlegen.

+d5
Ex(a) = /Eoei(“’t_kl)dy.

—dp

(2)

Hierbei ist k& = 27 /A der Betrag des Wellenvektors. Aus Abbildung 4b ist zu
erkennen, dass ein bei y ausgehendes Lichtbiindel gegeniiber einem vom Mittel-
punkt des Spalts ausgehenden Lichtbiindel einen Gangunterschied von y sin
aufweist. Fiir die Weglédnge [ gilt dann:

l=R+ysina. (3)
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b)

Spalt

Schirm

A=ftan o ~ f sin o

Abbildung 4: a) Fraunhofersche Beugung am Spalt. Das in Richtung o gebeug-
te Parallellichtbiindel wird auf einen Punkt in der Bremnebene der Linse, im
Abstand A von der optischen Achse abgebildet. b) Detailansicht zur Ermittlung
des Gangunterschiedes eines von y ausgehenden Lichtbiindels.

Einsetzen dieses Ausdrucks in Gleichung (2) und Ausfithren des Integrals ergibt:

—iksina d/2 _ ethsina d/2

Eoo :E i(wtfkR) €
(o) 0¢ —iksin «

: (5)

_ B gilwt—kR) sin(mdsin a/\)
0 msina/A

wobei wir die Beziehung ‘
e = cosd £ isind (6)

benutzt haben. Setzen wir zur Abkiirzung
T =7 sin (7)

so erhalten wir

Eoo(x) = Epel@!=kE) % d. (8)

Zur Bestimmung der Intensitédt muss Gleichung (8) noch quadriert werden:

sin? z

e ©)

sin® x

Io(z) d? o Iy

wobei Iy o d? ist.

Die Intensititsverteilung ist in Abbildung 5 dargestellt.

Spalt Linse Brennebene
der Linse
4 1)
>
—
X
f

Abbildung 5: Intensititsverteilung I(x) = Iysin®(z)/2? der Beugungsstruktur
eines Spalts in der Brennebene der Linse (Fourier- Ebene).

Exkurs: Fourierreihen und Fourierintegrale

Aus der linearen Algebra ist Thnen bekannt, dass ein Vektor durch eine
Linearkombination von Basisvektoren dargestellt werden kann. Ahnliches
ist Thnen sicherlich auch schon in der Analysis begegnet. Auch hier gibt
es Basissysteme, in denen sich Funktionen durch Linearkombination von
,,Basisfunktionen“ darstellen lassen. Am bekanntesten ist wohl die Taylorreihe.
Dabei handelt es sich um eine Potenzreihe, die eine Funktion f(z) um einen
bestimmten xz-Wert approximiert. Die Basisfunktionen sind in diesem Fall die
Potenzfunktionen z™.

Ein weiteres Basissystem stellen die trigonometrischen Funktionen Sinus und
Kosinus dar. Nach dem Fourier-Theorem lassen sich periodische Funktio-
nen durch eine Linearkombination dieser trigonometrischen Basisfunktionen in
einer Fourierreihe entwickeln. Man bezeichnet dies als Fourierzerlegung, Fou-
rieranalyse oder auch als harmonische Analyse.

Sei f(z)eine periodische Funktion mit der Periode L, d.h. f(z+ L) = f(z). Fiir
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a) 4 f(x) die Fourierdarstellung dieser Funktion gilt:
f(x)—@—i—ia cos %—nx + by, sin %—nx (10)
2 " L " L
-L/2 L/2 n=1
2 2 > X mit den Fourierkoeffizienten
b) 2 L2 2
0,82 ; : _z Zmn
n=1, Amplitude: 2/ n =7 /L/2 (@) COS( I x) dz (11)
und L/2
2 2mn
by, = —/ f(z) sin(— :1:> dx. (12)
L 7L/2 L

Wir wollen hier nicht auf die Herleitung dieser Gleichungen eingehen, sondern
deren Aussagen an einem konkreten Beispiel diskutieren. Betrachten wir dazu
eine Rechteckfunktion mit der Periode L, wie sie in Abbildung 6 a) dargestellt
ist. Die Funktion f(x) ist definiert durch:

f(x):{l, —12<x<1/2 a3)

0, /2> |z| < L/2.

Um diese Funktion in einer Fourierreihe gemifi Gleichung (10) darzustellen,
miissen wir die Fourierkoeffizienten berechnen. Da die Rechteckfunktion gerade
ist, d.h. f(z) = f(—=), verschwinden, wie Sie leicht nachrechnen kénnen, alle
Koeffizienten b,,. Wir miissen daher nur die Koeflizienten a,, bestimmen. Fiir ag

berechnen wir: 2

2 / 21

ap = — dr = =. (14)
L 7[/2 L

Fiir die restlichen Koeffizienten a,, gilt:

2 (V2 /2 1 2 2 l
anp = — / cos(ﬂ x) de = — sin(ﬂ x) = — sin<7m—> (15)
LJ_, L ™ L _ip TN L
Betrachten wir als konkretes Beispiel eine Rechteckfunktion mit einem Tast-
05 xoiﬁ] 0.5 verhéltnis von L : [ = 2 : 1 (Abbildung 6 a). Aus Gleichung (10) und den oben
berechneten Koeflizienten folgt dann fiir die Fourierreihe:
Abbildung 6: a): Rechteckfunktion mit der Periode L. b): Gleichanteil ag/2, 1 2 20 2 6 2 107
sowie die ersten drei Fourierterme. ¢): Summe aus Gleichanteil und den ersten flx) = 3 + P COS(T x) T35 COS(T ;v) + [ COS(T x) - (16)

drei Gliedern.
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In Abbildung 6 b) sind die ersten drei Glieder der Fourierreihe sowie der Gleich-

anteil ag/2 grafisch dargestellt, darunter im Teilbild 6 ¢) die Summe dieser 12 ' ' ' ' ' 12 ' ' ' ' '
Terme. Zusitzlich zeigt Abbildung 7 noch die Fourierreihen bis hin zu n = 27. o] A\ =1 /1] /\V/\ /\\/\ n=3 /\\/\ |
Je mehr Summanden (Ordnungen) in der Fourierreihe ,,mitgenommen* werden, o8] 1 sl 1
desto genauer néhert sich die Reihe der Rechteckfunktion an.
Die Fourieranalyse ist von aulerordentlicher Bedeutung in vielen Bereichen der < 061 1= 081 il
Physik. Ein anschauliches Beispiel findet sich fiir Funktionen, die ein zeitpe- T 04 17 oad E
riodisches Signal beschreiben, z.B. einen akustischen Ton oder ein elektrisches 0.2] ] 021 ]
Signal. Ersetzen wir in Gleichung (10) die Variable x durch die Zeit ¢ und wihlen ool 0o] ]
fiir die Periode L, die Periodendauer T', wobei gilt: ' \/ \V/ ' VAV, VAV,
- o0 ) 02 10 05 Xo'ioL] 05 10 0 10 05 XOZ[E] 05 10
@ 12 : : : : : 1.2 , , , , ,
so ergibt sich fiir die Fourierreihe einer periodischen, zeitabhéngigen Funktion: ol Aan AAN DD A AN T ol Aand Danl N=7 paaf ]
Y VAY; YA, VAAY Y VAAY
agp © ) 0,84 E 0,84 E
f@) = > + Z ap, cos(nwt) + by, sin(nwt). (18) o ol ]
n=1 ;>_<,_\ ' 5 Y
Dieser Ausdruck stellt eine Uberlagerung von Sinus- und Kosinusfunktionen mit ] 1% 1
unterschiedlichen Frequenzen und Amplituden dar. Die Fourieranalyse gibt 0,21 1 02 1
somit Auskunft iiber das Frequenzspektrum, aus dem sich ein zeitperiodisches 0,0 \//\V/\\/ V/\V/\\/ 0,0 V/\"A"A\} V,\"A"A\l A
Signal zusammensetzt. In Abbildung 8 ist das Spektrum eines zeitperiodischen 02 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ oz ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
Rechtecksignals dargestellt. Entlang der Abszisse ist die Frequenz aufgetragen. 10 05 XOiE] 05 1.0 10 05 XO’[OL] 05 1.0
Die jeweiligen Amplituden entsprechen den Koeffizienten a,.
Das Spektrum eines periodischen Signals ist stets diskret. Neben der Grund- 12 T T T T T 1.2 T T T " T
frequenz w (Grundton) treten auch Vielfache nw auf, die als Oberténe oder 101 Jpwsnenet] bt n=19 howmnnl TN [ To— n=27 T—r—
n-te Harmonische bezeichnet werden. 0s] 1 el 1
In einer Fourierreihe lassen sich nur periodische Funktionen entwickeln. Aber
auch nichtperiodische Funktionen lassen sich mit Hilfe der trigonometrischen g %] 1 =% )
Funktionen darstellen. Eine nichtperiodische Funktion erhiilt man aus einer pe- 041 17 o4 E
riodischen Funktion fiir den Grenzfall, dass die Periode gegen unendlich geht. 0.2] i 021 ]
In Abbildung 9 ist dies fiir einen Rechteckpuls, der sich aus einer periodischen L o V"’ i J LV ; L\’W
Rechteckfunktion ableiten lisst, dargestellt. Bild a) zeigt das Spektrum bei ei- T . M 0 ) '
nem Tastverhaltnis von L : | = 2 : 1. VergroBert man die Periode L bei gleich 02 7o 95 o0 o5 1o 0.2 To 95 oo o5 1o
bleibender Pulsbreite I, so treten im Spektrum zusétzliche Moden auf. Die Teil- x[L] x[L]
bilder b) und c) zeigen dies fiir ein Tastverhéltnis von 4 : 1 bzw. 8 : 1.
Fiir den Grenzfall L — oo geht die Anzahl der Moden gegen unendlich und sind Abbildung 7: Fourierentwicklung eines Rechtecksignals.

unendlich dicht gepackt (Abbildung 9 d). Es ist einleuchtend, dass in diesem
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Abbildung 8: Frequenzspektrum eines Rechtecksignals. Bei den ersten sechs Mo-
den sind die Frequenzen und Amplituden mit angegeben.

Fall die Fourierreihe in ein Integral tibergeht und die Fourierkoeffizienten nicht
mehr diskret sind, sondern durch eine kontinuierliche Funktion beschrieben wer-
den. Dies fithrt zur sogenannten Fouriertransformation eines nichtperiodischen
Signals.

Die kontinuierliche Fouriertransformation! ist definiert durch:

f(z) = /_OO F(k)e™**dk. (19)
Wegen

e = cos(kx) + i sin(kx) (20)

stellt auch die Fouriertransformation die Entwicklung einer Funktion nach trigo-
nometrischen Funktionen dar. F'(k) heiit Fouriertransformierte der Funktion

f(@).

1In der Literatur finden sich verschiedene Definitionen der Fouriertransformation, die sich
durch einen Normierungsfaktor unterscheiden.
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Abbildung 9: Verdeutlichung des Ubergang zur Fouriertransformation einer
nichtperiodischen Funktion.

Fiir die Riicktransformation gilt:

F(k) = % /700 f(x) e *dg, (21)

Handelt es sich bei f(¢) um eine Funktion, die von der Zeit abhéngt, so stellt die
Fouriertransformierte F'(w) (wir schreiben nun w anstatt k) das kontinuierliche
Frequenzspektrum dieser Funktion dar. Fiir den Fall, dass x eine Ortsvariable
ist, schreiben wir fiir die Fouriertransformierte F'(k) und bezeichnen & als Raum-
frequenz (Ortsfrequenz). Wir werden im néchsten Abschnitt ausfiihrlich darauf
eingehen.
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VI.1 Herleitung der Fourierdarstellung der Fraunhofer-
schen Beugung

Wir wollen im Folgenden das Thema der Fraunhoferschen Beugung in etwas
allgemeinerer Gestalt formulieren, um den Ubergang zu der hier interessierenden
Beschreibung mit Hilfe der Fouriertheorie vorzubereiten.

Wir betrachten nach Abbildung 10 eine Offnung S von willkiirlicher Gestalt in
der yz - Ebene, die mit monochromatischem Licht bestrahlt werde und wollen
die elektrische Feldstéirke im Aufpunkt P bestimmen.

AY
ds AY
G~
5 \
e
/ *
z
X
Z

Abbildung 10: Zur Geometrie bei der Beugung an einer beliebigen Offnung.

Dazu greifen wir ein differentielles Fléchenelement dS(x = 0,y, z) heraus und
betrachten eine davon ausgehende Kugelwelle (Elementarwelle) e®*" /r. Mit ¢
als Quellstéirke pro Einheitsfliche, die zunéchst als konstant iiber der Fliche S
angenommen wird, ist die elektrische Feldstirke am Ort P durch

ikr

dE:ee
r

ds (22)

gegeben.

Fiir den Abstand von dS zu P(X,Y,Z) erhalten wir

r= /(X2 (¥ — 92+ (22 (23)
Wenn die beugende Offnung klein gegeniiber dem Abstand OP ist, so kann
man im Amplitudenterm e4/r statt r den Abstand OP=R verwenden. Diese
N#herung fiir » darf im Phasenterm hingegen nicht ohne weiteres angewendet
werden, da kr = (27/A\)r eine grofie Zahl darstellt. (Sie entspricht dem Abstand
OP in Wellenléingen ausgedriickt). Mit Hilfe von

R=\/[X2+Y?+ 27 (24)
erhalten wir durch Einsetzen in Gleichung (23) und einigen Umformungen:
r=R\/[L+ (42 +22)/R? - 2Yy + Z2)/R?]. (25)

Im Fernfeld ist R grof gegeniiber den Dimensionen der Offnung, so dass der
Term

(v +2Y)/R* < 1 (26)
vernachléssigbar wird. Es verbleibt:
r=Ry\/[1-2Yy+ Z2)/R2). (27)
Auch der Ausdruck in der eckigen Klammer kann mit Hilfe der Relation
Vi—E=1-¢/2. (28)
fiir £ < 1 vereinfacht werden:
r=R[1- (Yy+Zz)/R?]. (29)

Setzen wir nun diese Niherung fiir r in den Phasenterm in Gleichung (22) ein
und integrieren iiber die gesamte Offnung S, so erhalten wir fiir die elektrische
Feldstéirke am Ort P:

eikR ik
E(R)=e— //e*ﬂ”*z“)dydz.

(30)
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Beschrénken wir nun unsere Betrachtung auf einen kleinen Bereich um R. Wir
konnen dann davon ausgehen, dass der Term e’ /R vor dem Integral eine
Konstante darstellt. Auch e wurde bisher als konstant angesehen. Das entspricht
aber nicht dem allgemeinen Fall! Denken Sie an eine Offnung, die z.B. von einem
etwas schmutzigen und zusétzlich nicht sehr gleichméfig dickem Glas iiberdeckt
wird. Die daraus resultierende ,, Inhomogenitéit der Transmission® fithrt dazu,
dass das elektrische Feld sowohl vom Betrag als auch von der Phase vom Ort
(y, z) abhingen wird. Wir beriicksichtigen dies, in dem wir eine explizite Orts-
und Phasenabhéngigkeit der Quellstarke e einfithren:

e(y,z) = A(y, z) = Ao(y, 2)e?2). (31)

A(y, ) wird in der Literatur auch als Offnungsfunktion (engl. aperture func-
tion) bezeichnet. A(y,z)dydz ist dann proportional zu dem Feld der vom
Flachenelement dydz ausgehenden Welle. Entsprechend kénnen wir dann das
elektrische Feld im Aufpunkt (X,Y, Z) als Integral iiber die gesamte emittieren-
de Offnung S darstellen als

B(Y,Z) = / / Ay, z)e” ®YUH22) gy g (32)

s

wobei der Vorfaktor e?*f /R wie oben erwihnt als Konstante und damit unwe-
sentlich fiir das Folgende weggelassen wird.

Das Differential N
dE(Y,Z) = A(y, z)e” 7 YV+22) dy d (33)

stellt den Beitrag der vom Flachenelement dydz ausgehenden ebenen Welle zum

elektrischen Feld am Ort P dar, die sich in Richtung des Wellenvektors k aus-
breitet. Wir definieren die Raumfrequenzen (Abbildung 11):

Y

ky, =k—=

Y R

= ksin¢ (34)

z
ke = k% = ksing. (35)

Es ist fiir das Verstédndnis niitzlich, anzumerken, dass im Photonenbild die hier
eingefiihrten ,, Raumfrequenzen“ bis auf den Faktor i den durch die Beugung
erzeugten Transversalimpulsen

py = hk,
Dz = hkz

B
>

Z

Abbildung 11: Erldiuterung zur Definition der Raumfrequenzen ky, k.

der Photonen entsprechen! Besitzen die Photonen urspriinglich nur einen Impuls
in z-Richtung, so erhalten Sie bei Durchgang durch die Offnung eine zusétzliche
transversale Komponente in y- und z-Richtung!

Jedem Punkt (Y, Z) in der Bildebene wird also eine Raumfrequenz zugeordnet.
Gleichung (32) ldsst sich dann umschreiben geméf

E(ky, k.) = // Ay, z)e” Fuytk=2) gy, . (38)
S

Dieser Ausdruck stellt nichts anderes dar, a.u.ls die zweidimensionale Fouriertrans-
formation (vergleiche Gleichung (21)) der Offnungsfunktion A(y, z). Damit ldsst
sich das wichtige Ergebnis dieser Analyse wie folgt formulieren:
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Die Feldverteilung der Beugungsstruktur bei der Fraunhofer-
schen Beugung an einer Offnung ist die Fouriertransformierte
der Feldverteilung iiber die beugende Offnung.

Zur Vertiefung dieser Aussage werden wir in den néchsten Kapiteln zwei
Spezialfille, ndmlich die Beugung am Spalt und am Doppelspalt, detailliert
untersuchen.

Das Beugungsbild des Spaltes als Fouriertransformier-
te der Spaltoffinung

Wir wollen im Folgenden diese Betrachtungsweise anwenden, um die Beugung
am Spalt nunmehr im Rahmen der Fouriertheorie zu behandeln.

f(y)
A
Spaltfunktion:
1 (”Aperture function”)
1 fur|y|<d/2
f<y)={ v
0 furly|>d/2
>y
d d
2 2

Abbildung 12: Spaltfunktion eines einfachen Spalts.

Ein Spalt wird durch folgende Spaltfunktion (aperture function, hier eindimen-
sional: A(y, 2) = f(y), E(ky, k., — F(k,)) beschrieben (Abbildung 12):

L |yl <d/2
0, |yl >d/2.

fla) = (39)

Die Fouriertransformierte (wir schreiben nun F' statt £, um den Aspekt zu
betonen, dass das elektrische Feld der Beugungsfigur nun einfach als Fourier-
transformierte berechnet werden kann) ergibt sich zu:

+oo
F%w=h/f@W%“Wy (40)

Einsetzen obiger Spaltfunktion ergibt:

/2
—ik L i vz 1 ikyd/2 —ikyd/2
F(ky) = [ e7™¥dy=———e ™Y = (a2 —e7d2 ) (41)
1k, —d/2 ik,
—d/2

Unter Beriicksichtigung der Eulerschen Formel

et = cosd 4 isind, (42)
erhalten wir ik d/2)
sin
F(k,) = d—Y """ =ginc(k,d/2)d 43
(ky) = a7 =sinclkyd/2) (43)
mit den Nullstellen
ky = 2mn/d. (44)

Geméifl dem Fouriertheorem erhélt man mit dieser Funktion riickwérts wieder
die Spaltfunktion durch Bildung des Integrals (Fouriersynthese):

+oo
f0) =5 [ Flhy)etora, (45)

Einsetzen des von oben berechneten F'(k,) und Verwendung der Symmetrie der
Funktion beziiglich des Vorzeichens (F'(k,) = F'(—k,)) fiithrt zu

—+o0

/ [sin(kyd/2)/(kyd/2)] cos(kyy) dk,.

0

SRS

fly) = (46)

Dieses Integral ist analytisch nicht 16sbar, so dass eine numerische Integration
notwendig wird. Mit der oberen Grenze +oo fiithrt dies Integral wieder zuriick
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zur Spaltfunktion, d.h. zu dem unverfilschten rechteckigen Spaltbild.

Es stellt sich die Frage, wie anhand der Formel F'(k,) fiir die Fouriertransformier-
te der Spaltfunktion die gesuchte Beugungsstruktur, also Intensitét in Richtung
a, abgelesen werden kann. Dazu muss man sich lediglich vergegenwértigen, dass
ja iiber k, = ko sin o unmittelbar die gewiinschte Winkelabhéngigkeit der Beu-
gungsstruktur sichtbar wird.

Will man nun untersuchen, wie die- nun rudimentéire- Spaltfunktion aussieht,
wenn man gezielt nur eine kleinere Zahl von gebeugten Teilstrahlen durch Aus-
blenden in der Fourierebene zur Abbildung zulisst (unser Experiment), so ist
als obere Integrationsgrenze nun offenbar der k,-Wert zu wéhlen, der gerade
noch zur Abbildung zugelassen wird (Abbildung 13).

Spalt

Fourier-Ebene

Analysier-
spalt

Abbildung 13: Manipulation der Beugungsstruktur durch Ausblenden von Beu-
gungsordnungen mit Hilfe eines Analysierspaltes.

Die obere Integrationsgrenze sei die n-te Nullstelle von F'(k,):

ky,n = kpsina,, = kon)\/d = 27’L7T/d (47)

Fiir das Fourierintegral folgt damit dann:

fmodifiziert(y) = [sin(kyd/2)/(kyd/2)] cos(kyy)dk, (48)

ERESS
o\g‘

Damit kann obiges Integral fiir unterschiedliche k,-Werte an z.B. jeweils 200
Stellen von y zwischen y; = —d bis + d, also 100 Punkte pro Spaltbreite,
berechnet werden. Um die Berechnungen mit den beobachteten Spaltbil-
dern vergleichen zu kénnen, miissen die Ergebnisse noch quadriert werden?.
Das Ergebnis konnen Sie ausdrucken und den beobachteten Strukturen
gegeniiberstellen. Die nachfolgende Bilderserie (Abbildung 14) zeigt Thnen,
was Sie erwarten sollten, wenn Sie, jeweils von links nach rechts gezdhlt,
nur das zentrale Hauptmaximum bzw. die Beugungsordnungen bis zum
1./2./6./10./14. Nebenmaximum zur Abbildung des Spaltes verwenden.

Die Fouriertransformierte des Doppelspaltes

Mit den oben gewonnenen Ergebnissen zur Fouriertransformation des
Einfachspaltes bzw. zur Riicktransformation (Fouriersynthese) gelangt man in
einfacher Weise zu den entsprechenden Ausdriicken fiir den Doppelspalt.

Die Offnungsfunktion f(y) ist in Abbildung 15 dargestellt:

Die zugehorige Fouriertransformierte hat wieder die Gestalt

+oo
F(k,) = / Fly) e vy (49)

wobei Beitrige nur von den Integrationswegen 1 — 2 sowie 3 — 4 herriithren
konnen. Berechnen wir obiges Integral zunéchst iiber den nach rechts verscho-
benen Einzelspalt. Aus der Abbildung erhélt man:

4
. 1 . . in(k,d/2
F(ky,rechts) = /f(y)elkyydy =—— ¢ thy| = ¢hu9/2 ¢ %, (50)
Yy
3

ik,

3

wobei g den Spaltabstand beschreibt. Entsprechend ergibt sich fiir den nach

2Berechnet wird die Feldstéirke. Um die Intensitét zu erhalten muss diese quadriert werden.
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Abbildung 14: Spaltfunktion unter Beriichsichtigung unterschiedlicher Beu-
gungsordnungen.

v
<

Abbildung 15: Spaltfunktion eines Doppelspalts. Die Grofie g beschreibt den
Spaltabstand.

links verschobenen Einzelspalt:

ik, a2y OV

2 2
F y,lmks _ /f zk:yydy _ _L e —iky | _ eikyg/2 d Sln(kvd/2)
1 1

Damit ergibt sich schlieflich fiir die Fouriertransformierte des Doppelspaltes:

sin(ky,d/2)
(kyd/2)

Wir erkennen in dem rechts stehenden Term dieses Ausdrucks wieder die Fou-
riertransformierte des Einzelspaltes, der Vorfaktor beschreibt die Interferenz der
von beiden Spalten ausgehenden Wellen. Fiihren wir wieder wie beim Einzel-
spalt die Substitution k, = kosina = 27/Asina durch und quadrieren den
Ausdruck, so erhalten wir als Beugungsfigur des Doppelspaltes schliellich

2 sin(k,d/2) 2 sin?(7d/ ) sin )
(kyd/2)? (wd/\sin a)?

Der Ausdruck entspicht dem Produkt der Gitterfunktion cos?(rg/\ sina) und
der Spaltfunktion, die wir bereits beim Einzelspalt abgeleitet haben. Abbil-
dung 16 zeigt die hiermit berechnete Beugungsfigur fiir den von uns verwen-
deten Doppelspalt zusammen mit der Beugungsstruktur, wie sie nur einer der
Spalte ergibt.

F = F(ky,rechts) + F(ky,links) = 2 cos(k,g/2) d (52)

I = 4cos?(kyg/2) = 4cos?(mg/\ sina) (53)
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Abbildung 16: Beugungsfigur eines Spalts und eines Doppelspaltes.

Mit dem oben stehenden Ausdruck fiir die Fouriertransformierte des Doppel-
spaltes konnen wir dann auch leicht wieder angeben, wie das ,, modifizierte“ Bild
Finodifiziert des Doppelspaltes aussieht, wenn man in der Fourierebene mit dem
Analysierspalt wieder die Zahl der zur Abbildung zugelassenen Fourierkompo-
nenten gezielt begrenzt:

sin(k,d/2)

Frnodifiz.(Y) < [fmodifiz.(y)]* = [Qd/ﬂ cos(kyy)dkyr.

o ol
\g

(54)
Ausfithrung dieser Integrale Fioqifiziert(y) ergibt (obere Integrationsgrenze
kyn = 2mn/d) fur n = 1,2,3,6 die nachfolgend wiedergegebenen Spaltbilder
(Abbildung 17). Der Bezug zu den analogen Bildern des Einzelspaltes ist offen-
sichtlich.
Ein weiterer, auch experimentell von uns untersuchter Aspekt, kann an diesen
Formeln untersucht werden, ndmlich die Frage nach der Auflésung:
,» Welcher Anteil der Fourierkomponenten des Beugungsbildes ist notwendig, um
noch die Doppelstruktur unseres Objektes im modifizierten Bild zu sehen?“ Fiir
das Experiment bedeutet dies: ,,Bei welcher Spaltweite des Analysierspaltes ver-

Intensitat [b.E.]
Intensitat [b.E.]

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
y[bE] y[b.E]

Intensitat [b.E.]
Intensitat [b.E.]

20 40 60 80 100 20 40 60 80 100
y[bE] y[bE]

Abbildung 17: Spaltbild eines Doppelspaltes unter Beriicksichtigung unter-
schiedlicher Beugungsordnungen.

schwindet die Doppelstruktur?*

Fiir die Auflésung der Doppelstruktur ist nun der Spaltabstand g mafgebend.
Das Maximum 1. Ordnung erscheint unter sina = A/g. Diese Beugungsord-
nung muss mindestens noch zur Abbildung zugelassen werden, um die Doppel-
struktur zu erkennen. Wenn Sie also den zugehorigen Wert kg sina = koA /g als
Obergrencze fiir die Integration verwenden und kontinuierlich verkleinern, werden
Sie zu Bildern kommen, wie sie nachstehend gezeigt sind (Abbildung 18). Der
,Dunkelbereich* zwischen den Einzelspalten hellt zunehmend auf, bis schlieflich
nur noch ein flaches Plateau die urspriinglichen Einzelspaltbilder verbindet: Die
Doppelstruktur ist verschwunden! Vergleichen Sie den rechnerisch gefundenen
Grenzwert fiir k£, mit dem experimentell aus der entsprechenden Spaltbreite des
Analysierspaltes bestimmten Wert fiir die Auflésung.
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Intensitat [b.E.]
Intensitat [b.E.]

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
y[bE] y[b.E]

Abbildung 18: Auflosung eines Doppelspalts bei Beschneidung des Mazximum
1. Ordnunyg.

VII Durchfithrung des Versuchs

Der optische Aufbau zu unseren Versuchen ist in Abbildung 19 dargestellt. Er
soll als erstes von Thnen mit den vorhandenen Komponenten erstellt werden.

Als Lichtquelle dient ein Diodenlaser mit einer Wellenlénge von 635 nm und einer
Leistung von maximal 1 mW, einstellbar iiber ein Potentiometer, dessen Licht
fest in eine ,single-mode“-Lichtfaser eingekoppelt wird und an deren Ausgang
iiber einen Faserstecker zur Verfiigung steht. Das unter einem Offnungswinkel
u von ca. 14 Grad austretende Licht wird {iber eine kurzbrennweitige Linse ins
Unendliche abgebildet, wobei der austretende Parallelstrahl nun einen Durch-
messer D von D = fu = 7 mm besitzt. Durch Wahl der Linse kann man sich
damit einen gut kollimierten Laserstrahl von gewiinschtem Durchmesser ver-
schaffen. Nehmen Sie nun als erstes den Diodenlaser in Betrieb. Er wird {iber
eine Schutzschaltung, die in einem kleinen Kéastchen mit mA-Meter unterge-
bracht ist, eingeschaltet und der Strom iiber das Potentiometer auf den fest
eingestellten Maximalstrom von 60 mA hochgeregelt. Bei etwa 40 mA beginnt
die Laseraktivitit, bei dem Maximalstrom erhalten wir eine Laserleistung von
ca. 1 mW. Hinter dem Laserauskoppelteil wird das zu untersuchende Objekt zen-
trisch in den Laserstahl justiert, dahinter wiederum eine Linse L; von 80 mm
Brennweite derart, dass Sie das Objekt scharf auf den Schirm im Abstand von
ca. 1 m abbildet. Nun wollen wir simultan mit dem Objektbild die von dem Ob-
jekt erzeugten Beugungsstrukturen— das Fourierbild— auf dem Schirm sichtbar
machen: Die Beugungsstrukturen entstehen zunéchst in der Brennebene der ab-

Spiegel

L L,
L, I A
I H I Strahlteiler

»

Beugungsbild

Strahlaufweitung I

».

Objektbild

Y

Objekt  Fourier Spaltblende/
Ebene  Modenblende
Schirm ||
(Wand)
Diodenlaser mit
Singlemode-
Lichtfaser

Abbildung 19: Schematische Darstellung des optischen Aufbaus.

bildenden Linse. Halten Sie da mal ein Papierzettelchen hinein und iiberzeugen
sich davon! Mit einer zweiten Linse wollen wir nun diese Fourierebene (die Beu-
gungsstrukturen in dieser Ebene bilden also den Gegenstand fiir diesen zweiten
Abbildungsweg) ebenfalls auf den Schirm abbilden, aber getrennt vom ersten
Abbildungspfad.

Dazu wéhlen wir einen Strahlteiler, der uns ca. 50 Prozent des Lichtes heraus-
spiegelt. Die dahinter aufgestellte Linse Lo muss nun so positioniert werden,
dass sie iiber den nachfolgenden Spiegel, der den weiterlaufenden Strahl wieder
parallel zum ersten Strahl bringt, die Beugungsstruktur stark vergréfiert neben
dem Bild des Objektes, auf dem Schirm entwirft. Durch feine Verschiebungen
der Linse konnen Sie nun auch das Bild der Beugungsstruktur scharf stellen.
Schauen Sie sich die Bilder fiir die Spalte A,B,C zunichst ohne Kamera auf
dem Schirm an.

Auf diese Weise erhalten wir also Bild und Fourierbild des Objektes nebenein-
ander auf dem Schirm sichtbar und kénnen nun studieren, wie sich Manipula-
tionen in der Fourierebene- d.h. gezieltes Zulassen und Wegblenden bestimmter
Beugungsordnungen- auf das Bild auswirken.

Fiir diese Manipulationen stehen ein fein justierbarer symmetrisch 6ffnender
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Spalt und Modenblenden (schmale Streifenblenden) zur Verfiigung. Da diese
Elemente genau in der Fourierebene (zur Erinnerung: = Brennebene der ab-
bildenden Linse L;) untergebracht werden miissen, sollten Sie also vor dem
Strahlteiler geniigend Platz fiir den notwendigen Reiter mit Justierbiihne las-
sen. Es wird ein bisschen eng, aber es geht! Montieren und justieren Sie also hier
zunichst den symmetrisch 6ffnenden Spalt auf dem Verschiebetisch, der wieder-
um die Mitte des Spaltes genau auf die Mitte der Beugungsstruktur einzustellen
gestattet.

1. Quantitative Beobachtungen am Einfachspalt

Wir wollen zunéchst die Beugungsstruktur des Spaltes bestimmen:

Zur Messung steht eine CCD-Zeilenkamera zur Verfiigung, die iiber eine
USB-Schnittstelle auf einen PC ausgelesen wird und die es erlaubt, die
Lichtintensitéat als Funktion des Ortes darzustellen Der lichtempfindliche
Teil besteht aus 2048 Pixel von jeweils 14 pm Breite und 56 pm Hohe
mit einer Gesamtlinge von 28,7 mm. Justieren Sie zunichst Lo auf
ein scharfes Beugungsbild in der Ebene der Kamera. Sie ist durch
einen Doppelpfeil auf dem Kameragehiuse gekennzeichnet. Schieben Sie
diese dazu zunéchst ein wenig zur Seite und und schauen Sie sich das
Beugungsbild auf einem daneben gehaltenen Blatt Papier an. Schieben
Sie nun die Zeilenkamera mittig iiber die Beugungsstruktur und sehen
sich das Ergebnis auf dem PC-Monitor an. Sie werden zunéchst i.a. nichts
Verniinftiges sehen! Der Grund dafiir ist, dass das Beugungsbild aus einer
linearen, symmetrischen Anordnung von hellen Punkten besteht, deren
Intensitdt nach auBen stark abnimmt, und diese Punktlinie muss ja mit
der Pixel-Zeile der Kamera zur Deckung gebracht werden - kein leichtes
Unterfangen, wenn man bedenkt, dass diese Zeile nur 56 pym hoch ist! Was
also tun? Suchen Sie mal unter den zur Verfiigung stehenden optischen
Bauteilen nach einer Zylinderlinse. Wie kénnte man’s damit machen,
ohne die zu bestimmende Intensititsverteilung zu verdndern? Reduzieren
Sie vor allem stark die Laserintensitit weit unter die Sichtbarkeitsgrenze!
Die verwendete Zeilenkamera ist sehr empfindlich und wird sehr rasch
iibersteuert, was zu vollig ,,wilden“ Strukturen fiihrt, die nichts mit der
tatsédchlichen Intensitédtsverteilung zu tun haben.

Wenn Sie schliellich die Beugungsstruktur in voller Schénheit auf dem Mo-
nitor haben (Abbidung 20), sollten Sie durch Feinjustieren des optischen
Aufbaus (Hoheneinstellung der Zylinderlinse, Lo, transversale Position des

Spaltes auf der optischen Bank) eine optimale Symmetrie der beobachte-
ten Beugungsstruktur herstellen. Mit Hilfe des von der Bedienungssoftware
zur Verfiigung gestellten Cursor kénnen Sie nun (Betriebsmode view der
Kamera) die Lage und Intensitéten der verschiedenen Beugungsmaxima
und -minima bis zur typischerweise 5. Ordnung sowie auch den Unter-
grund (jeweils rechts und links!) bestimmen und protokollieren. Drucken
Sie die gemessene Beugungsstruktur aus und tragen Sie die gemessenen La-
gen und Intensitédten der verschiedenen Ordnungen in den Ausdruck ein.
Wegen des hohen Intensitédtsabfalles zu steigender Ordnung der Beugungs-
maxima miissen Sie zur besseren Vermessung der hoheren Beugungsordnun-
gen ein 2. Bild bei hoherer Intensitdt des Diodenlasers aufnehmen, die Sie
iiber den Strom regeln kénnen. Das zentrale Maximum darf dabei ruhig
in Sattigung gehen. Das Maximum 1. Ordnung muss allerdings auf beiden
Bildern gut zu sehen sein. Sie kénnen hiertiber alle Intensitéten relativ zur
Intensitdt des 0-ten Maximums angeben! Tragen Sie auch hier wieder Thre
Messwerte in den Ausdruck ein.

Die Eichung der Abszisse (d.h. wieviel Pixel auf der Kamera entsprechen
1 mm in der Fourierebene) erhalten Sie bequem, indem Sie in der Fou-
rierebene den Analysierspalt auf verschiedene Weiten einstellen und die zu-
gehorigen Absténde in Pixel auf dem Monitor ablesen. (Die Ablesung der
Spaltbreite erfolgt mit dem integrierten Messfiihler. Beachten Sie, dass der
Messfiihler die Verschiebung nur einer Spaltschneide registriert. Die andere
bewegt sich dabei gegenliufig, so dass die Spaltweite dem doppelten Able-
sewert entspricht). Wiederholen Sie dies fiir mehrere gut ablesbare Punkte
des Beugungsbildes und protokollieren Sie die Daten. Speichern Sie danach
die Bilder ab und drucken Sie sie fiir Thr Protokollheft aus.

. Beugungsstruktur des Doppelspaltes

Ersetzen Sie den Einzelspalt durch das R#hmchen mit dem Doppel-
spalt ohne den Reiter zu verschieben. Verschaffen Sie sich zunéchst
wieder durch Feinjustieren des neuen Objektes ein scharfes Bild der
Beugungsstruktur des Doppelspaltes auf dem Schirm. Schauen Sie sich
die Strukturen fiir die verschiedenen Doppelspalte in dem Dia-Rahmen an.
Fertigen Sie eine Skizze der Struktur an und versuchen Sie die Strukturen
zu interpretieren. Quantitative Messungen werden im Folgenden an dem
mittleren Doppelspalt ,B“ des Dia-Rdhmchens durchgefiithrt. Zur Beob-
achtung der Beugungsstruktur verwenden wir wieder die CCD-Kamera.
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Abbildung 20: Bedienoberfliche der Kamera- Software. Dargestellt ist oben das

Beugungsbild eines Spaltes und unten das Beugungsbild eines Doppelspaltes.

Wie bei der vorangegangenen Vermessung des Einzelspaltes, miissen Sie
auch hier wieder das Beugungsbild in die Ebene der Kamerazeile scharf
einstellen und sich dann mit Hilfe von Zylinderlinse und Einregeln der
Laserintensitéit ein brauchbares Bild der Intensitétsverteilung auf dem
Monitor verschaffen. Justieren Sie wieder auf Symmetrie und optimalen
Kontrast. Versuchen Sie vorab schon einmal den beobachteten Maxima und
Minima, Beugungsordnungen der Spalt-und Gitterfunktion zuzuordnen.
Fiir die Auswertung zu Hause bestimmen Sie wie beim Einzelspalt mit Hilfe
der Cursor Lage und Hohe der Maxima und Minima im Bereich zwischen
den 1. Minima (links-rechts) der Spaltfunktion, sowie des Untergrundes
und drucken zum Schluss das Bild aus.

Die Eichung der Abszisse auf dem Monitorbild kénnen Sie von der ent-
sprechenden Messung am Einzelspalt (Messung 1) iibernehmen. Es wur-
de ja lediglich das R&hmchen mit dem Einzelspalt gegen den Doppelspalt
ausgetauscht. Gegenstandsweite und Bildweite bleiben unveréndert. Wenn
Sie versehentlich doch an den die Vergroferung bestimmenden Positionen
von Objekt (Dia-Rahmen), Fourierebene, Ly oder die Position der Kamera
nachjustiert haben, miissen Sie die Eichung fiir diese Messung wiederholen.

. Das Objektbild als Fouriersynthese des Beugungsbildes

Am Beispiel des Spaltes soll nun die Auswirkung der Manipulationen in der
Fourierebene auf die Struktur des Bildes quantitativ untersucht werden.
Die zuniichst nur qualitativ mit dem Auge feststellbaren Anderungen am
Bild, etwa: ,Die Rénder erscheinen schéirfer, wenn man die Beugungs-
ordnungen hoherer Ordnung mit zur Abbildung zuldsst®, werden nun
quantitativ gemessen.

Wir bestimmen die Intensitéitsverteilung des Spaltbildes wieder mit Hil-
fe der CCD-Zeilenkamera. Offnen Sie zuniichst den Analysierspalt in
der Fourierebene und stellen Sie die Laserintensitit am Steuergerit auf
Maximun ein. In den Strahlengang zur Kamera stellen Sie dicht hinter
dem Strahlteiler ein Graufilter (Abschwiichung 1072). Ohne das Graufil-
ter wiirde die Kamera iibersteuern! Man beobachtet eine zunichst mehr
oder weniger gut ausgeprigte Rechteckfunktion mit einer groflen Zahl von
,wiggles“. Das wollen wir ganz sauber sehen! Also: Nachjustieren!

Bei diesem Nachjustieren muss man nun aufpassen: Sie wollen ja nach
wie vor das Fourierbild scharf auf dem Schirm beibehalten, wozu ja wieder-
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um die Gegenstandsweite fiir diesen Abbildungszweig (=Abstand hintere
Brennebene von Lp zu Linse Ls) unverdndert bleiben muss! Man muss
also die Linse L; stehen lassen und vielmehr das Objekt selbst bzgl. dieser
Linse nachjustieren, bis dessen Bild in der Ebene des Photodetektors scharf
erscheint. Letzteres wird dadurch kenntlich, dass Sie nun eine zunehmend
ideale Rechteckfunktion auf dem Monitor beobachten kénnen. Stellen Sie
auf grof3tmogliche Steilheit der Kanten des Spaltbildes ein. Dazu den
Spalt sehr feinfiihlig verriicken, es geht um Bruchteile eines mm! Bei die-
sem Vorgehen bleibt dann die Lage der Fourierebene und damit das Beu-
gungsbild auf dem Schirm unveréndert. Nun die Laserintensitidt geeignet
einstellen!

Um sich zuniichst einen Uberblick iiber die sukzessiv auftretenden Struktu-
ren zu verschaffen drehen Sie den Analysierspalt nun langsam zu und beob-
achten simultan die Verdnderungen der Beugungsstruktur auf dem Schirm
und des Spaltbildes auf dem Monitor. Die einfachste Struktur des Spalt-
bildes erhalten Sie offenbar, nachdem Sie bis auf das zentrale Maximum
alle Nebenmaxima ausgeblendet haben. Symmetrisieren Sie das Fourierbild
gleichzeitig durch Nachjustieren des Verschiebereiters, der den Analysier-
spalt tragt, bzgl.der O-ten Ordnung des Beugungsbildes.

Mit dieser Einstellung beginnend suchen Sie nun der Reihe nach bei gréofler
werdender Offnung des Spaltes die charakteristischen Bildstrukturen
auf, die sich einstellen, wenn Sie der Reihe nach genau die 0-te, £1-te, £2-
te Ordnung etc. zur Abbildung zulassen. Bis zu welcher Ordnung kénnen
Sie deutliche Strukturen beobachten? Auch hier konnen Sie nochmals auf
die genaue Justierung der Abbildung achten. Zum Beispiel spielt die genaue
vertikale Stellung der abbildenden Linse L; eine Rolle sowie die transversale
Position des Spaltes. Hier sollten Sie die optimale Justage durch Auspro-
bieren herausbekommen.

Sicher ist Thnen aufgefallen, dass die Kurven nicht so glatt sind, wie Sie
es erwartet haben. Entfernen Sie deshalb das Graufilter und reduzieren
gleichzeitig die Laserleistung: Sie werden im Allgemeinen eine wesentlich
bessere Signalqualitdt beobachten. Der Grund: Die verwendeten Graufilter
sind optisch nicht absolut homogen und beeinflussen Amplitude und Phase
der durchlaufenden Teilbiindel. Dies fiihrt zu Stérungen der Intensitét in
der Ebene der Kamera, in die ja die Linse L; letztlich alle Biindel zum -
modifizierten - Bild des Spaltes zusammenfiihrt.

Fiir Ihr Protokoll sollen die von Ihnen als optimal gefundenen Bilder fiir die
fiinf ersten Einstellungen des Analysierspaltes auf das 1. bis 5. Minimum der
Beugungsfigur ausgedruckt werden. Zum quantitativen Vergleich mit den
spéter auch zu berechnenden Bildern wollen wir jedoch beispielhaft an den
ersten drei Bildern auch die Intensitidtsverhéltnisse zahlenméfig iiberpriifen
und protokollieren dazu (verwenden Sie wieder den Cursor) die Intensitéiten
der Maxima, Minima und des Untergrundes.

Die Zahl der beobachtbaren ,, Wiggels* kénnen Sie aber bis zu wesentlich
hoheren Beugungsordnungen (ca. n=15) verfolgen. Bestimmen Sie an solch
einem Bild mit hohem n die Absténde der Maxima und Minima (x-Achse
verniinftig strecken und die Cursor verwenden) und iiberpriifen Sie auf
Aquidistanz. Sehen die Bilder so aus, wie Sie’s erwarten? Was fillt Thnen
auf? Entnehmen Sie weiterhin diesem Bild, das einer rechteckigen Spalt-
funktion am néichsten kommt, die Breite in Pixel (14pm). Sie entspricht
der Spaltbreite, die hier gemifl der optischen Abbildung (L;) vergroBert
erscheint. Die Vergroflerung ist aus Brennweite f der Linse und Bildweite
b bestimmbar, letztere messen Sie mit einem Zollstock, dessen Messgenau-
igkeit hierzu vollig ausreicht. Vergleichen Sie den hieraus bestimmten Wert
mit dem weiter oben (Auswertung zu 1) gefundenen Wert. Drucken Sie zum
Schluss dieses Bild aus.

. Fourierbild des Doppelspaltes

Als n#chstes schauen Sie sich nun das Bild des Doppelspaltes mit der
CCD-Kamera an. Justieren Sie wieder auf optimale Kantensteilheit der
Spaltbilder und Symmetrie! Bestimmen Sie Breite und Abstand der
beiden Einzelspalte auf dem Monitor (wie immer bisher in Pixel- Einhei-
ten). In derselben Weise wie bei den Messungen am Einzelspalt konnen Sie
aus der aktuellen Bildweite und Brennweite die Vergroflerung bestimmen
und auf die Abmessungen des Doppelspaltes (Spaltweite und Spaltab-
stand siche Abbildung 15) riickschliefen. Diese Werte werden spiiter bei
der Interpretation des gemessenen Beugungsbildes benétigt! Beobachten
Sie im Folgenden auch hier wieder die schon beim Einzelspalt untersuchten
Beitrige der einzelnen Beugungsordnungen der Spalte, indem Sie nun den
Analysierspalt in der Fourierebene auf- und zudrehen. Uberlegen Sie sich
hierzu die wichtige Frage: Wie liegen eigentlich die Beugungsbilder der
individuellen Spalte in der Brennebene (Fourierebene) relativ zueinander?
Drucken Sie ein Bild zu niedriger Beugungsordnung (< 5) fiir IThr Protokoll
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aus.

Als letztes drehen Sie nun langsam den Analysierspalt zu (Wichtig: schauen
Sie sich dabei gleichzeitig immer auch das Beugungsbild auf dem Schirm an
und verfolgen, was da geschieht!) und beobachten, wie die beiden rechtecki-
gen Spaltprofile zu zwei gaussihnlichen Profilen verschwimmen (Fall a: nur
noch die 1-ten Beugungsmaxima beider Spalte tragen zur Abbildung bei),
wie sich zunehmend auch der Zwischenraum aufhellt und schliellich die
Doppelstruktur endgiiltig verschwindet und nur noch ein flaches Plateau
(Fall b: auch die dem Doppelspalt zuzuordnenden 1. Gittermaxima werden
abgeschnitten) sichtbar bleibt. Notieren Sie die zu a) und b) gehorenden
Einstellungen des Analysierspaltes und drucken die zugehorigen Bilder aus.

VIII Auswertung

Zu Aufgabe 1:

Vergleichen Sie die Lage der Maxima und Minima sowie die gemessenen
Intensitdtsverhéltnise der einzelnen Beugungsordnungen mit den theoretisch
zu erwartenden Werten. Tragen Sie zunichst den Abstand der Minima n-ter
Ordnung (jeweils in Pixel angegeben) gegen die Ordnungszahl n auf. Es sollte
sich eine Gerade ergeben, deren Steigung die Spaltweite des verwendeten
Beugungsspaltes zu bestimmen gestattet (Herleitung!) In dasselbe Diagramm
tragen Sie nun die gemessenen Werte fiir die Lage der Beugungsmaxima ein
und entnehmen der Geraden die Werte fiir n. Liegen diese genau zwischen den
entsprechenden Werten der Minima bei 1,5, 2,5 etc.? Wo sollten sie liegen?
Schétzen Sie die Fehler ab. Als néichstes ermitteln Sie die Intensitétsverhéltnisse
der gemessenen Nebenmaxima relativ zum Maximum O-ter Ordnung und ver-
gleichen Sie diese mit den theoretisch erwarteten Werten. Fehler angeben!

Zu Aufgabe 2:

Berechnen Sie mit Hilfe von Python oder mit dem Onlinescript® ein Bild der
theoretisch zu erwartenden Beugungsstruktur des Doppelspaltes. Benutzen
Sie dabei fiir die Spaltweite und den Abstand der Spalte die Werte aus
Aufgabe 4. Vergleichen Sie diese mit der experimentell bestimmten Struk-
tur: Welche Minima entsprechen den Nullstellen der Spaltfunktion, welche

3Sie kénnen die Berechnungen auch auf der Praktikumshomepage durchfiihren.
http://www.physi.uni-heidelberg.de/Einrichtungen/AP /info/Software.php

denen der Gitterfunktion? Vergleichen Sie fiir die zwischen den 1. Minima
der Spaltfunktion gemessenen Nebenmaxima die relativen Intensititen be-
zogen auf das zentrale Maximum mit den entsprechenden theoretischen Werten.

Zu Aufgabe 3:

Berechnen Sie mit Python oder dem Onlinescript fiir die ersten drei spezifischen
Einstellungen des Analysierspaltes die entsprechenden Bilder (die Formeln
werden im Kapitel ,, Grundlagen® diskutiert).

eVergleichen Sie:

a) Zahl und Lage der ,, Wiggels® (der Maxima).

b) Intensititen der Maxima und Minima der ersten drei Bildkurven, normiert
auf das Maximum des zur O-ten Beugungsordnung gehérenden modifizierten
Spaltbildes.

e Uberlegen Sie sich warum bei einem fast geschlossenem Analysierspalt (d.h.
nur die 0-te Ordnung wird durchgelassen) die Intensitét in der Bildmitte hoher
ist, als wenn dieser weit geoffnet ist.

Zu Aufgabe 4:

Im Kapitel Grundlagen sind die Formeln fiir die Fouriertransformierte des Dop-
pelspaltes sowie die durch Fouriersynthese riickwérts wieder gewonnene Darstel-
lung des Doppelspaltbildes mit einigen gerechneten Beispielen angegeben. Auch
hier erhélt man wieder in einfacher Weise die ,,rudimentére® Spaltfunktion, so
wie sie experimentell beobachtet wird, indem man als obere Integrationsgrenze
die Zahl der fiir die Abbildung zugelassenen Beugungsordnungen - also deren
ky- Wert - einsetzt.

Vergleichen Sie die rechnerisch gewonnenen Bilder mit den oben experimentell
beobachteten Fiillen. Fall a) entspricht dem 1. Spaltminimum als obere Integra-
tionsgrenze. Um Fall b) zu simulieren, miissen Sie sich fiir verschiedene Werte
von k, nahe dem Wert k,, = ko sin o = koA /g die zugehorigen Bilder verschaffen
und durch Iteration auf einen Wert hinarbeiten, der gerade die experimentell
bestimmte Struktur wiedergibt. Dieses mit Python erstellte Bild mit dem zu-
gehorigen Grenzwert fiir k, der Auswertung beiftigen. Aus der gemessenen Breite
des Analysierspaltes beim Experiment (Fall b) kénnen Sie sich zusammen mit
der Kenntnis der Brennweite von L; den experimentell bestimmten Grenzwert
fiir k, verschaffen und vergleichen.
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IX Auswertung in Python mit Jupyter Note-
book

IX.1 Berechnung der Beugungsbilder

Fiihren Sie die Rechnungen in einem vollstdndig dokumentierten Jupyter Note-
book durch und legen Sie es Ihrer schriftlichen Ausarbeitung ausgedruckt bei.
Starten Sie das Programm Jupyter vom Desktop aus.

Intensitatsverteilung I des Beugungsbild des Spalts:
sin(x)?

I(z) = 3

€T

mit ¢ = d/Awsin(a).
Wir benétigen die folgenden Module:

Jmatplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

Die Beugungsfunktion des Spalts ist eine sinc()- Funktion und ist im Modul
Numpy enthalten.

#Beugungs funktion Spalt
def beugung_spalt(x):
return np.sinc(x)**2
Fiir den Doppelspalt gilt
sin(x)?
2

I(z) = cos(vz)?, (56)

x
wobei v = g/d das Verhiltnis von Spaltabstand zu der Spaltbreite darstellt. Da
Numpy die normierte Form der sinc-Funktion verwendet, muss im Argument
des Kosinus noch der Faktor 7 hinzugefiigt werden.

#Beugungsfunktion Doppelspalt
def beugung_doppelspalt(x):
return np.sinc(x)**2*np.cos(np.pi*v*x)**2

Die Abszissenwerte generieren wir uns mit der

x=np.linspace(start,stop,steps).

Numpy-Funktion

Beugung am Spalt und Doppelspalt

T
1.0} — Spalt
— Doppelspalt

wi 0.8} g
o
~~
D 06} .
©
£~
<
o 04r g
)
£

0.2+ g

0.0 A\ ! I \A

-20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

L

Abbildung 21: Beugung am Spalt und Doppelspalt.

#Anzahl a der Nebenmaxrima die dargestellt werden sollen:
a=1

#Verhaeltnis Spaltabstand zu Spaltbreite:

v=2

x=np.linspace(-(a+1),a+1,200)

plt.plot(x,beugung_spalt(x),label=’Spalt’)
plt.plot(x,beugung_doppelspalt(x),label=’Doppelspalt’)

plt.xlabel (’$\pi x$’)

plt.ylabel(’Intensitaet / b.E.’)

plt.title(’Beugung am Spalt und Doppelspalt’)

plt.ylim((0,1.1))

plt.legend ()

plt.savefig("figures/Beugung_spalt_doppelspalt.pdf", format="pdf")

Drucken Sie das Diagramm aus. Es sollte so dhnlich aussehen wie in Abbil-
dung 21.

© Dr. J.Wagner - Physikalisches Anféngerpraktikum - V. 1.1 Stand 09/2016 - Python Edition

19



Physikalisches Anfangerpraktikum der Universitit Heidelberg - Praktikum II

Versuch 233 Fourieroptik

I1X.2 Berechnung der modifizierten Spaltbilder

Um das resultierende Bild des Spaltes zu erhalten muss folgendes Integral be-
rechnet werden:

n

fmodifiziert(y) = [sin(kyd/2)/(kyd/2)] cos(kyy)dk, (57)

SRR
o\;ﬁ"

mit

kyn = kosina, = kon\/d = 2nr/d, (58)

wobei d die Spaltbreite und n den Integrationsbereich beziiglich der Nullstellen
angibt. Wihlen Sie z.B. n = 1, so erfolgt die Integration nur bis zu den ersten
Nullstellen, d.h. nur iiber das Hauptmaximum. Bei n = 2 erfolgt die Integration
iiber das Hauptmaximum und iiber die ersten Nebenmaxima.

#Integrand
def spalt(k):
return d/np.pi*np.sin(k*d/2)/(k*d/2)*np.cos (y*k)

d=1 #Spaltbreite auf 1 setzen
n=3 #Integrationsbereich

Fiir den y-Bereiche wéhlen wir die doppelte Spaltbreite.

#y-Werte:
Y=np.linspace(-1,1,200)*d

Um die numerische Integration durchzufithren brauchen wir die Funktion
quad () die im Modul scipy.integrate enthalten ist.

#Berechnung des resultierenden Objektbzilds
from scipy.integrate import quad
f_modifiziert=[]
for i in range(len(Y)):
y=Y[i]
result, error = quad(spalt, O, 2*np.pi*n/d)
f_modifiziert.append(result**2)
#Kurve auf 1 normieren:
f_modifiziert=f_modifiziert/np.max(f_modifiziert)

modifiziertes Objektbild Spalt

0.8} B

0.4 R

Intensitaet / b.E.

0.0 -
-1.0 -0.5

1
0.0
y/d

0.5 1.0

Abbildung 22: Modifiziertes Spaltbild.

Das Ergebnis ist in Abbildung 22 dargestellt. Die Abszisse ist in Einheiten der
Spaltbreite d skaliert.

plt.plot(Y,f_modifiziert)

plt.xlabel(’y / d’)

plt.ylabel(’Intensitaet / b.E.’)
plt.title(’modifiziertes Objektbild Spalt’)
plt.ylim((0,1.1))
plt.savefig("figures/spalt.pdf", format="pdf")

Analog verfahren Sie mit dem Doppelspalt. Sie benttigen die Funktion des Dop-
pelspalts:

def doppelspalt(k):
return d/np.pi*np.cos(k*g/2)*np.sin(kxd/2)/(k*d/2)*np.cos (y*k)

#Spaltabstand in Einheiten der Spaltbreite:
g=2*d
n=3
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modifiziertes Objektbild Doppelspalt

1.0} B

0.6 | R

0.4} R

Intensitaet / b.E.

0.5 1.0 15

0.0
-2.0

.
0.0
y/d

1 1 1
-1.5 -1.0 =05 2.0

Abbildung 23: Modifiziertes Bild des Doppelspalts.

Tragen Sie das Ergebnis der Integration in ein Diagramm ein. Den y-Bereich
miissen Sie geméf Thres gewahlten Spaltabstands anpassen. Das Diagramm soll-
te so dhnlich wie in Abbildung 23 aussehen.

X Anhang

Die folgenden Bilder zeigen Fotografien von Objekt- und Beugungsbilder, die
im Praktikum aufgenommen wurden. Bei allen Teilbildern ist neben dem Beu-
gungsbild auch das resultierende Objektbild eingeblendet. Abbildung 24 zeigt
die Beugung an einem Spalt. Im Teilbild a) tragen alle Beugungsordnungen zur
Abbildung bei, so dass ein ,;scharfes Spaltbild“ erkennbar ist. Bei den Bildern b)
bis e) wurden einzelne Moden des entsprechenden Beugungsbildes ausgeblendet,
so dass nur einzelne Ordnungen zur Bildentstehung beitragen (Tiefpassfilter).
Deutlich ist die Intensitdtsverteilung geméafl Abbildung 14 zu erkennen. Das
Teilbild f) zeigt zusiitzlich das Spaltbild bei Ausblendung des Hauptmaximums
(Hochpassfilter).

In Abbildung 25 ist das Beugungsbild eines Kreuzgitters zu sehen. Im oberen
Bild tragen alle Ordnungen zur Bildentstehung bei und man erhélt ein ,,un-
verfilschtes“ Objektbild. Im Bild darunter sind alle horizontalen Moden be-
schnitten. In diesem Fall geht die vertikale Information des Strichgitters verlo-
ren, so dass sich das Objektbild zu einem horizontalen Gitter verdndert. Die
vertikalen Striche sind im Objektbild nicht mehr vorhanden!

© Dr. J.Wagner - Physikalisches Anféngerpraktikum - V. 1.1 Stand 09/2016 - Python Edition

21



Physikalisches Anfiangerpraktikum der Universitdt Heidelberg - Praktikum II

Versuch 233 Fourieroptik

a)

c)

e)

alle Ordnungen b) 0- Ordnung

Beugungsbild

__._,’__ -

Objektbild

0-,+1- Ordnung d) 0-,+1,+ 2- Ordnung

0-,+1 . 2,+3- Ordnung f) 0- Ordnung ausgeblendet

— — - e e ——

Abbildung 24: Beugung am Spalt.

Beugungsbild

Objektbild

Beugungsbild

Objektbild

Abbildung 25: Beugung am Kreuzgitter.
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Versuch 234
Lichtquellen

Abbildung 1: Versuchsaufbau.

I Messaufbau

e Gitterspektrometer, Ocean Optics USB4000

e verschiedene Lichtquellen: LED, LASER, Energiesparlampe, Halogenlam-

pe, Gliithbirne, Natriumdampflampe

e PC mit Drucker

IT Literatur

e Atomic Spectra Database: http://www.nist.gov/physlab/data/asd.cfm

IIT Vorbereitung

Bereiten Sie sich auf die Beantwortung von Fragen zu folgenden Themen vor:
Plancksches Strahlungsgesetz, Sonnenspektrum, Fraunhofer- Linien, Gitter-
spektrometer, Wasserstoffspektrum, Atomspektren, Rayleigh-Streuung.

Verstdndnisfragen:

1.

Vergleichen Sie das Spektrum einer Halogenlampe mit dem einer Gasent-
ladungslampe. Worauf beruht die jeweilige Lichtemission?

. Warum kann das Licht eines reinen Temperaturstrahlers niemals griinlich

wirken?

Warum zeigt das auf der Erdoberfliche gemessene Sonnenspektrum deutlich
Abweichungen von der Intensititsverteilung eines schwarzen Strahlers?

Nach welchen Prinzipien lsst sich mit einer LED weifles Licht erzeugen?

. Nach welchem Prinzip funktioniert ein Gitterspektrometer? Wie hoch ist

die spektrale Auflosung.

Warum ist der Himmel tagsiiber blau, am Morgen und am Abend jedoch
rot?

IV  Aufgaben

1.

2.
3.

Aufnahme des Sonnenlichtspektrums bzw. des gestreuten Himmelslichts
hinter einer Fensterscheibe und ohne Fensterscheibe. Zuordnung von star-
ken Fraunhoferlinien im Spektrum. Messung der Absorption von Fenster-
glas durch Vergleich des Sonnenlichts ohne und mit Glasscheibe.

Wenn moglich: Aufnahme des direkten Sonnenlichts.

Aufnahme der Spektren von Lichtquellen und deren Vergleich: Sonnenlicht,
Glithlampe, LED’s, Energiesparlampe.

Spektroskopie: Aufnahme des Spektrums einer Natriumlampe mit hoher
Auflésung. Zuordnung der Serieniibergéinge der Hauptserie und von zwei
Nebenserien. Bestimmung der vom Drehimpuls abhéingigen Korrekturen
der Energieniveaus im Natrium.

© Dr. J.Wagner - Physikalisches Anféangerpraktikum - V. 1.5 Stand 4/2019 - Python Edition

1



Physikalisches Anfangerpraktikum der Universitit Heidelberg - Praktikum II

Versuch 234 Lichtquellen

V  Grundlagen

V.1 Temperaturstrahler

Jeder Korper, dessen Temperatur grofler als 0 K ist, sendet elektromagnetische
Strahlung aus, deren Intensitit von der Temperatur abhingt. Zur Quantifizie-
rung der abgestrahlten Intensitéit geht man zunéchst vom Modell eines schwar-
zen Strahlers aus. Dabei handelt es sich um einen idealisierten Koérper, der die
gesamte auf ihn einfallende elektromagnetische Strahlung vollsténdig absorbiert.
Nach dem Kirchhoffschen Strahlungsgesetz besitzt solch ein Korper auch ein ma-
ximales Emissionvermogen € =1. Die Intensitéitsverteilung der Strahlung die von
einem schwarzen Strahler ausgeht, wird durch das Plancksche Strahlungsgesetz
beschrieben:

2rhc? 1

My(\,T)dAd\ = dAd), (1)

wobei M) die Strahlungsleistung beschreibt, die vom Fliachenelement dA im
Wellenléngenbereich A bis A+ dX in den Halbraum abgestrahlt wird. Die Inten-
sitdtsverteilung ist in Abbildung 2 fiir verschiedene Temperaturen im Bereich
von 300 K bis 10000 K dargestellt.

Bei reinen Temperaturstrahlern héngt die spektrale Intensitétsverteilung nur
von der Temperatur ab. Mit zunehmender Temperatur verschiebt sich das In-
tensitdtsmaximum zu kleineren Wellenléingen. Quantitativ wird dies durch das
Wiensche Verschiebungsgesetz beschrieben:

\ 2897, 8um - K
maxr T

(2)
In der Technik werden Lichtquellen durch die sogenannte Farbtemperatur cha-
rakterisiert. Bei einer Temperatur von 0 K erscheint jeder Korper absolut
schwarz. Mit zunehmender Erwarmung wird irgendwann rotes Licht emittiert.
Eine weitere Temperaturerh6hung bewirkt, dass zusétzlich Griinanteile emittiert
werden. Diese Griinanteile mischen sich mit den bereits vorhandenen Rotantei-
len, so dass das ausgesendete Licht orange bis gelblich erscheint. Bei einer Tem-
peratur von ungefihr 5500 K werden alle Wellenléingen des sichtbaren Bereichs
mit ungefdhr der gleichen Intensitdt emittiert und das Licht wirkt weif}. Eine
weitere Erwarmung bewirkt, dass vermehrt Blauanteile ausgesendet werden. Die
Farbe dndert sich dann von hellblau iiber blau zu violett. Umgangssprachlich

1015
1014_
1013_

1012_

10" 4
10"
10’
10°
10’
10°

spektrale Strahlungsdichte [Wni°]
sichtbarer Bereich

I

T T L Tl
0,1 1 10
Wellenlange A [um]

LR |

100

Abbildung 2: Spektrale Intensititsverteilung eines schwarzen Korpers bei un-
terschiedlichen Temperaturen. Die Temperatur von 5777 K entspricht der ef-
fektiven Temperatur der Sonnenoberfliche.

wird Licht mit einem hohen Blauanteil auch als Kaltlicht und Licht mit hohem
Rotanteil als Warmlicht bezeichnet.

Waéhrend das direkte Sonnenlicht ,warm“ ist, ist das gestreute Sonnenlicht
(Himmelslicht) bldulich kalt. Ursache dafiir ist die starke Frequenzabhéngigkeit
des Wirkungsquerschnitts bei der Streuung des Sonnenlichts (Rayleigh- Streu-
ung). Da der Wirkungsquerschnitt proportional zur vierten Potenz der Frequenz
des Lichts ist, wird blaues Licht etwa 16- fach stdrker gestreut als rotes Licht.

Das Sonnenlicht besitzt ein kontinuierliches Spektrum, das von vielen Absorp-
tionslinien durchzogen ist, den , Fraunhoferlinien“. Die Absorption findet zum
einen direkt in der Sonnenatmosphére statt. Zum anderen auch in der Erdat-
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Joseph von Fraunhofer Opeder wnd Phyaker 1257 1526 Deutsche Bundespost
987

Abbildung 3: Zum 200. Geburtstag von Joseph Fraunhofer brachte die Deutsche
Bundespost 1987 eine Briefmarke heraus. Dargestellt ist das Sonnenspektrum
mit den nach Fraunhofer benannten Absorptionslinien der Atmosphdre.

mosphére. Insbesondere Wasserdampf, Sauerstoff und Kohlendioxid fithren zu
ausgeprigten Absorptionslinien bzw. Absorptionsbanden. Ozon absorbiert breit-
bandig im Bereich von 200 bis 700 nm und filtert somit einen groflen Teil der
UV-Strahlung heraus. Das von Fraunhofer selbst kolorierte Spektrum mit den
wichtigsten Linien ist in Abbildung 3 gezeigt. Im Fraunhoferspektrum wurde
neben bekannten Linien wie z.B. die der Balmerserie, erstmals eine gelbe Li-
nie entdeckt, die keinem bekannten Element zugeordnet werden konnte. Dieses
wurde daher Helium genannt (von helios = Sonne). Leider ist diese Linie mit
unserem Spektrometer nicht nachzuweisen, da sie von der starken Doppellinie
des Natriums tiberlagert wird.

V.2 Nichttemperaturstrahler

Die Lichterzeugung bei Nichttemperaturstrahlern beruht nicht auf
Wiirmestrahlung sondern auf die Anregung von bestimmten Atomzusténden in
Gasen oder Festkorpern oder durch Rekombination von Elektron-Loch Paaren
in Halbleitern. Hierzu zéhlen Gasentladungslampen wie z.B. Leuchtstoffrohren,
Leuchtdioden, oder LASER. Solche Lichtquellen haben im Gegensatz zu den
Temperaturstrahlern ein diskretes Spektrum. Die spektrale Zusammensetzung
des emittierten Lichts héingt bei den Gasentladungslampen von dem verwen-
deten ,Leuchtgas“ (Metallddmpfe, Gase) ab. Von besonderer Bedeutung ist

Quecksilber, welches in Leuchtstoffrohren und Energiesparlampen verwendet
wird. Das Licht einer reinen Quecksilberdampflampe erscheint bldulich bis lila.
Die Intensitéit im sichtbaren Wellenldngenbereich ist gering. Der Hauptanteil
wird im UV-Bereich emittiert. Um die Intensitit des ausgesendeten Lichts
im sichtbaren Bereich zu erhthen, werden die Lampen mit einem Leuchtstoff
(Leuchtstoffrohren) beschichtet. Bei Bestrahlung mit UV-Licht fluoresziert der
Leuchtstoff, wobei das Fluoreszenslicht im sichtbaren Bereich liegt. Als Beispiel
einer Gasentladungslampe, werden wir im néchsten Kapitel, das Spektrum
einer Natriumlampe detailliert untersuchen.

Die Emission von Licht bei Leuchtdioden (LED = Light Emitting Diode) beruht
auf der Rekombination von Elektron- Loch Paaren in einem pn-Ubergang. Bei
den sogenannten direkten Halbleitern wird dabei ein Photon emittiert. Wich-
tige Halbleitermaterialien sind z.B. GaAs (IR), AlGaAs (rot, IR), GaAsP (rot,
orange, gelb), GaP (griin), SiC (blau). Mittlerweile gibt es auch Leuchtdioden
die weiles Licht aussenden. Solche LED’s bestehen entweder aus drei separaten
LED’s (RGB= Rot Griin Blau), die sich additiv zu weiem Licht mischen oder
werden aus blauen LED’s hergestellt, die - d&hnlich wie Leuchtstoffr6hren - mit
einer zusétzlichen Fluoreszenzschicht beschichtet sind

Leuchtdioden besitzen im Vergleich zu anderen Lampen, einen sehr hohen Wir-
kungsgrad. Bei einer herkémmlichen Glithlampe betrigt dieser etwa 5 %, bei
Leuchtstoflampen ungefihr 25 % und bei Leuchtdioden bis zu 70 %.

V.3 Das Natriumspektrum

Alkaliatome haben ein Leuchtelektron und besitzen daher ,wasserstoffarti-
ge“ Spektren. Das Leuchtelektron im Natrium sieht nicht die volle Kernladung,
sondern naherungsweise ein vom Neonrumpf mit 10 Elektronen teilweise abge-
schirmtes kugelsymmetrisches Potential V(r), das sich in Kernnihe dem Cou-
lombpotential des Kerns

Ze?
4meor

V() =~ 3)

und fiir grofle Radien dem Wasserstoffpotential

Vir)=-

(4)

anndhert. Da das Potential kein Coulombpotential mehr ist, wird die I-
Entartung des Wasserstoffspektrums aufgehoben. Die Energieniveaus hidngen

4megr
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nicht mehr nur von der Hauptquantenzahl n ab sondern auch von der Bahn-
drehimpulsquantenzahl 1. In guter Ndherung konnen die Energieterme in der
Form

E,;=—13,6eV AP (5)
geschrieben werden, wobei die Korrektur 4A;, nur wenig von n abhéngt und
daher n#herungsweise als A; geschrieben werden kann. Anschaulich ist klar,
dass s-Elektronen im Mittel ndher am Kern sind als p- Elektronen und dass
d-Elektronen im Mittel grofle Abstéinde vom Kern und den anderen Elektronen
haben. Zu einem festen Wert der Hauptquantenzahl n liegt also das s-Niveau am
tiefsten und das d-Niveau am hochsten. Das Energiespektrum mit den wichtigs-
ten Ubergiingen ist in Abbildung 4 gezeigt. Das Valenzelektron ist im Grund-
zustand im 3s-Zustand. Die Hauptserie entspricht den Ubergéingen np—3s, also
zum Grundzustand. Die bekannteste Linie ist das gelbe Dublett bei 589 nm.
Zum 3p-Zustand fithren die beiden Nebenserien nd—3p (1. Nebenserie) und
ns—3p (2. Nebenserie), die ebenfalls Linien im hier beobachtbaren Spektralbe-
reich liefern. Das beobachtbare Spektrum ist in Abbildung 5 skizziert.

Welche Energieniveaus in der Na-Lampe durch die elektrische Entladung mit
welcher Hiufigkeit angeregt werden, héingt vom Druck und der Feldstérke in der
Gasentladung ab und diese ist in der Lampe nicht konstant. Das Spektrum héngt
daher davon ab, welcher Teil der Gasentladung in das Spektrometer abgebildet
wird.

(n—

VI Durchfithrung des Versuchs

e Die Leuchtstoflampen im Versuchsraum diirfen
wihrend den Messungen nicht eingeschaltet sein!
Sie werden sonst immer durch Streulicht stérende
Linien beobachten.

e Die Lichtleitfaser vom Objektiv zum Spekrometer
darf auf keinen Fall geknickt werden.

2 2 2 2 2
S1/2 I:’3/2 |:)1/2 D3/2,1/2 I:5/2,7/2
n
I — 6 6
5 5
6 — /

2
S
2,
9
(@)

o 3
C
LLl

4

5

5,12

Abbildung 4: Energieschema und Photoniiberginge im Natriumatom (Grotri-
andiagramm,).
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Abbildung 5: Spektren der Natriumserien. Diese sind im FExperiment natirlich
dberlagert. Zur Auswertung miissen die beobachteten Linien den Serien zuge-
ordnet werden.

VI.1 Bedienung des Spektrometers und der Software

Im Versuch wird ein computergesteuertes Gitterspektrometer (Abbildung 6) ein-
gesetzt, das es erlaubt, den Spektralbereich einer Lichtquelle von 180 nm bis
950 nm zu registrieren. Die zu untersuchende Lichtquelle wird iiber ein Objektiv
und einer Lichtleitfaser in das Spektrometer eingekoppelt und iiber ein optisches
Gitter auf eine CCD- Zeile mit 3648 Pixel abgebildet. Dabei entspricht ein Pi-
xel einem Wellenlédngenintervall von 0,21 nm. Die Auflésung des Spektrometers
betrigt etwa 1 nm. Das verfiighbare Datenerfassungsprogramm SpectraSuite
erlaubt es den Dunkelstrom zu messen und bei der Datenaufnahme automa-
tisch abzuziehen. Zur Reduzierung von Fluktuationen kann automatisch iiber
viele Scans gemittelt werden. Die Auswertung der Spektren erfolgt mit dem
Programm Python.

Starten Sie das Programm SpectraSuite vom Desktop aus. Dabei sollte die Da-
tenaufnahme des Spektrometers im Scope-Mode S automatisch gestartet wer-
den. In diesem Modus wird das Spektrum mit der angegebenen Integrationszeit
kontinuierlich gemessen und dargestellt. Sie sehen dann ein Fenster gem&fl Ab-
bildung 7. Wenn das Spektrometer vom Programm erkannt wird, erscheint links

Linse CCD-Sensor

Anschluss fur Lichtleitfaser

Abbildung 6: Strahlengang im Gitterspektrometer.

das Spektrometersymbol. Sollte das Spektrometer nicht angezeigt werden, dann
iiberpriifen Sie ob der Netzstecker eingesteckt und der USB-Stecker des Spek-
trometers angeschlossen ist. Anschliefend im Menii auf Spektrometer und Nach
Gerditen suchen klicken. Falls kein Graph angezeigt wird, miissen Sie auf Datei
— Neu — Spektrum anzeigen klicken.

VI.1.1 Messung im Scope- Modus

Im Scope- Modus werden kontinuierlich Spektren aufgenommen und grafisch
dargestellt. Schalten Sie eine Lichtquelle ein und richten Sie das Objektiv auf
die Lichtquelle aus. Bei Bewegung sollten Sie beobachten, wie sich das angezeigte
Spektrum #dndert. Das Maximum des angezeigten Spektrums sollte bis mindes-
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tens 2/3 des Skalenbereichs gehen. Fixieren Sie das Objektiv an der Stativstange.
Die Anpassung der gewiinschten Intensitét erfolgt iiber den Abstand des Sam-
melobjektivs von der Lichtquelle, die Irisblende und letzten Endes die Auswahl
der Integrationszeit. Reduzieren Sie die Integrationszeit, wenn die Intensitit zu
hoch ist, d.h. das Spektrum geséttigt ist, vergroflern Sie die Integrationszeit
oder verbessern Sie die Lichtsammlung, wenn sie zu klein ist. Sie konnen das
Rauschen des Spektrums verringern, indem Sie {iber mehrere Einzelmessungen
mitteln. Dazu im Feld Scans fiir Mittelwert die Zahl der Einzelmessungen ein-
tragen. Die Gesamtzeit der Datenaufnahme sollte 4 Sekunden nicht tibersteigen.

Anzahl der zu
mittelnden Messungen

Integrationszeit

Datenerfassung

& Ocean Optics SpectraSuite
Datel Ansicht Spekihgreter Verarbeltung Took Fenster Hitg

Inkegrationszeit: Seans aur

Mittelwertbildu

Nichtlineartatk — Streulichthorred — Externer
A (s 0 Trigger:

100 |Milisekunden v

pfe) s | of B O D EETLE

O]
Scope-Modus =
\ [=R=] a8 -

Normal v

Datenguellen @ x| [ Graph{a) %

* v UsB4000

smiacaaeas ¥. S

\ Dunkelmessung Duknkelskttrom- Spektren
orrektur ¥
Spektrometer ao000-| N Uberlagern
wurde erkannt A
Ni'm
i 1‘.}
30000 1 L ¢
s [ M\
Daten Ansichten ax £ )
+ Graph (A) 2 | \.\
\:é 20000 — || L
E "l“ l\.
= 4 \.
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10000~ = y
S
| 2 ™

T — g T T T T
200 300 400 500 00 TOO 200
wiellenlange (nrm)

€ c

=

Abbildung 7: Oberfliche des Datenerfassungsprogramms.

VI.1.2 Dunkelmessung

Die CCD- Zeile des Spektrometers liefert auch dann ein von Null verschiedenes
Signal, wenn kein Licht einféllt. Daher muss der Dunkelstrom fiir quantitative
Messungen vom Spektrum abgezogen werden. Das Datenerfassungsprogramm
hat diese Option integriert:

e Dunkelstromkorrektur: Stellen Sie zunédchst die gewiinschte In-
tegrationszeit und und die Anzahl der Messungen zur Mittelwertbil-
dung ein. Losen Sie vorsichtig den SMA- Stecker der Lichtleitfaser
am Spektrometereingang und decken Sie die Lichteintrittstffnung
mit dem Daumen ab, so dass kein Licht in das Spektrometer gelangt.
Klicken Sie auf das Symbol der Dunkelmessung ¢ und anschlieSend

auf [,

e Spektrum aufnehmen und speichern: Schliefen Sie die Licht-
leitfaser wieder an das Spektrometer an und starten Sie die Aufnah-
me im Modus Scope - Dunkelspektrum -7. Wenn Sie nun um eine
Messung aufzunehmen auf das Symbol [ »n ] klicken, wird auto-
matisch der Dunkelstrom vom aufgenommenen Spektrum abgezo-
gen. Speichern Sie Thre gemessenen Spektren (auf das Disketten-
symbol klicken). Es 6ffnet sich ein Fenster. Geben Sie eine Zieldatei
ein und einen Namen fiir das Datenfile. Sie sollten die Messdaten
doppelt speichern: Einmal als interne SpectraSuite- Datei mit der
Endung *.ProcSpec und einmal als Textdatei (Tab getrennt) mit
der Endung *. txt. Diese Datei kann spéter in der Auswertungssoft-
ware Python importiert werden.

Nehmen Sie so nacheinander alle gewiinschten Spektren auf. Falls Sie die In-
tegrationszeit oder die Zahl der Scans zur Mittelung &ndern, miissen
Sie - bevor Sie das neue Spektrum im Modus Scope - Dunkelspektrum
aufnehmen kénnen - eine neue Dunkelmessung machen und abspei-
chern!
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VII Messungen

VII.1 Sonnenspektrum

Registrieren und speichern Sie nacheinander die auf den Dunkelstrom korrigier-
ten Spektren von:

e Himmelslicht bei gedffneten Fenster. Falls die Sonne scheint richten Sie das
Objektiv moglichst zum blauen Himmel aus.

e Himmelslicht hinter Fensterglas.
e Falls die Sonne scheint, nehmen Sie auch noch das direkte Sonnenlicht auf.

VII.2 Qualitativer Vergleich einfacher Lichtquellenspek-
tren

Die folgenden Messungen werden nur qualitativ durchgefiihrt. Sie konnen auf die
Dunkelstrommessung verzichten, d.h. es reicht, das im Scopemodus aufgenom-
mene Bild. Nehmen Sie fiir folgende Lichtquellen das Spektrum auf und spei-
chern Sie diese als interne SpectraSuite- Datei mit der Endung *.ProcSpec:

e Glithlampe

e Halogenlampe

e Energiesparlampe
e verschiedene LED’s
e Laser.

Fiithren Sie im Anschluss der Messung direkt die Auswertung durch.

VII.3 Natriumspektrum

Schlieflen Sie die Spektrallampen niemals direkt an
die Steckdose an sondern nur an das Vorschaltgerit
(Drossel)!

Schliefien Sie die Natriumlampe an das Vorschaltgerét (Drossel) an und schalten
Sie die Drossel ein. Die Lampe braucht lidngere Zeit um zu ziinden und bis sie
stabil brennt. Richten Sie das Objektiv auf die Lichtquelle aus. Es ist sofort
klar, dass die gelbe Natriumlinie alle anderen Linien weit iiberstrahlt. W&hlen
Sie den Abstand bzw. die Blendentffnung so, dass die gelbe Linie bei einer
Integrationszeit von 5 ms gerade in Sattigung geht.

VII.3.1 Aufnahme der Linien kleiner Intensitit

Versuchen Sie zundchst im Scope- Modus moglichst viele schwache Linien des
Natriums zu registrieren, die nach Abbildung 5 iiberwiegend im Bereich zwischen
400 nm und 540 nm liegen.

Wiéhlen Sie mit dem Zoomwerkzeug daher diesen Wellenldngenbereich zur
Darstellung aus indem Sie ein Rechteck um den gewiinschten Bereich ziehen.
Klicken Sie danach auf [ um die Intensitét auf den vollen Bereich zu skalieren.
Drehen Sie jetzt vorsichtig das Objektiv, so dass dieses den ,,Fuss“ der Gasentla-
dung abbildet. Sie sollten sehen, wie eine Schar von Linien zwischen 400 nm und
540 nm erscheint. Falls diese nicht sehr deutlich sind, erhohen Sie die Integrati-
onszeit, so dass noch keine Linie in Séttigung ist. Maximieren Sie die Intensitét
der Linien durch vorsichtiges Drehen des Objektives. Wihlen Sie zum Schluss
die Zahl der Scans zur Mittelwertbildung so, dass eine Gesamtaufnahmezeit von
etwa 4 Sekunden entsteht.

Registrieren Sie nun ein auf den Dunkelstrom korrigiertes Spektrum. Achten
Sie darauf, dass bei der Dunkelstrommessung nicht aus Versehen das Objektiv
bewegt wir! Wenn das Spektrum auf dem Bildschirm verniinftig aussieht, dann
speichern Sie es im SpectraSuite- Format und als Textfile.

Es wird immer der gesamte Spektralbereich aufgezeichnet. Wenn Sie sich da-
her zum Schluss den gesamten Spektralbereich anschauen (Klick auf +# ), dann
werden Sie feststellen, dass die intensiven Linien, insbesondere die Na-D Linie,
in Sdttigung sind. Es ist daher notwendig das Spektrum der intensiven Linien
nochmals aufzunehmen.

VII.3.2 Aufnahme des Spektrums der intensiven Linien

Schauen Sie sich das gesamte Spektrum im Scopemodus an und reduzieren
Sie die ,Intensitéit“ durch kurze Integrationszeit und Schlieflen der Irisblende
so weit, dass die Na-D Linie nicht mehr in Sittigung ist. Nehmen Sie dann
ein auf den Dunkelstrom korrigiertes Spektrum mit diesen Einstellungen auf.
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Uberzeugen Sie sich, dass Sie in der unmittelbaren Umgebung der Na-D Linie
zwei Linien bei ca. 620 nm und 570 nm beobachten, die vorher iiberdeckt waren.

Beginnen Sie nach Beendigung der Messung unmittelbar mit der Aus-
wertung der Daten.

VIII Auswertung

VIII.1 Awuswertung der unterschiedlichen Lichtquellen

Erstellen Sie ein Diagramm in dem die verschiedenen Lichtquellen miteinan-
der verglichen werden. Hierzu ist es am einfachsten, in SectraSuite dem letz-
ten gemessenen Spektrum (z.B. dem LED-Spektrum) die anderen Spektren
zu iiberlagern. Hierzu auf das Symbol Zl klicken und das zu iiberlagernde
Spektrum auswihlen. Fiir jedes Spektrum wird automatisch eine andere Farbe
gewihlt. Direkt ausdrucken (farbig) und von Hand beschriften. Schitzen Sie fiir
jedes Spektrum die mittlere Wellenldnge ab und diskutieren Sie die Ergebnisse.
Nach welchem Prinzip wird das Licht der weilen LED erzeugt? Welche Lampen
sind warm, kalt?

IX Auswertung in Python mit Jupyter Note-
book

Fiihren Sie die Rechnungen in einem vollsténdig dokumentierten Jupyter Note-
book durch und legen Sie es Ihrer schriftlichen Ausarbeitung ausgedruckt bei.
Starten Sie das Programm Jupyter vom Desktop aus.

IX.1 Auswertung des Sonnenspektrums

Glasabsorption: Kopieren Sie alle Thre Messung (Textdateien) in den Ord-
ner data auf dem Desktop. Schauen Sie sich die Messung des Himmellichts an.
Die Datei besitzt 17 Headerzeilen und besteht aus 2 Spalten. Als Dezimaltrenn-
zeichen werden Kommas verwendet. Die letzte Zeile ist eine Kommentarzeile
die mit dem Zeichen > beginnt. Um die Daten zu importieren miissen wir alle
Header- und Kommentarzeilen ausblenden und alle Kommas durch Punkte er-

setzen. Das konnen Sie entweder direkt in der Datei machen oder von Python
aus.
Wir benétigen die folgenden Module:

Jmatplotlib inline
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

Das Ersetzen der Kommas geht mit folgender Funktion:

def comma_to_float(valstr):
return float(valstr.decode("utf-8") .replace(',','."))

Zum Importieren verwenden wir die Numpy-Funktion loadtxt (). Wir miissen
den Pfad/Dateiname der Messung des Himmellichts ohne Glas angeben. Des-
weiteren werden die erste 17 Zeilen iibersprungen. Der converter ersetzt alle
Kommas durch Dezimalpunkte. Mit der Option unpack=True wird jede Spalte
getrennt in die Arrays lamb_og, inten_og geschrieben, comments=> blendet
die letzte Kommentarzeile aus:

lamb_og, inten_og=np.loadtxt('data/himmel_o_g.txt', skiprows=17,
converters= {0:comma_to_float, 1:comma_to_float},
comments='>"', unpack=True)

Analog importieren Sie die Messung des Himmellichts mit Glas.

lamb_mg, inten_mg=np.loadtxt('data/himmel_m_g.txt', skiprows=17,
converters= {0:comma_to_float, 1:comma_to_float},
comments='>"', unpack=True)

Tragen Sie beide Spektren mit und ohne Fensterglas in ein gemeinsames Dia-
gramm ein (Abbildung 8).

plt
plt
plt
plt

.plot(lamb_og, inten_og, label='ohne Fenster')
.plot(lamb_mg, inten_mg, label='mit Fenster')
.title('Gemessenes Sonnenspektrum mit und ohne Fenster')
.xlabel('Wellenlaenge / nm')

plt.ylabel('Intensitaet / b.E."')

plt.legend ()

plt.gridQ)

plt.ylim((0,60000))

plt.x1im((250,900))

plt.savefig("figures/Himmel _m_o_G.pdf", format="pdf")
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60000 Gemessenes Sonnenspektrum mit und ohne Fenster
T T T T T T

ohne Fenster
— mit Fenster |]

50000 |+ i i

40000 |- i LET W SR L

30000

Intensitaet / b.E.

20000 i .

10000 -+

I I I
300 500 600 700

Wellenlaenge / nm

900

Abbildung 8: Himmelsspektrum gemessen einmal durch ein Glasfenster
und einmal direkt ohne ein Glasfenster.

Berechnen Sie die Absorption von Glas:

Ima(N)
IoG()\ , (6)

AGlas =1-

wobei I,¢ die gemessene Intensitdt mit und I, ohne Fensterglas darstellen.
Zeichnen Sie das Diagramm nur fiir Wellenlingen grofler als 320 nm (Abbil-
dung 9).

A=1-inten_mg/inten_og

plt
plt
plt
plt
plt

.plot (lamb_mg, A)
.title('Absorpton von Glas')
.xlabel('Wellenlaenge / nm')
.ylabel('Absorption / b.E.")
.y1im((0,1))

plt.x1im((320,800))
plt.savefig("figures/Absorption_Glas.pdf", format="pdf")

1o Absorption von Glas

Absorption / b.E.

0.0 L L

Il
500 600
Wellenlaenge / nm

400 700 800

Abbildung 9: Wellenlingenabhdngigkeit der Absorption von Fensterglas.

Drucken Sie beide Diagramme aus. Was konnen Sie iiber die Absorption von
Glas sagen? Fraunhoferlinien: Zeichnen Sie ein neues Diagramm des Son-
nenspektrums (Direktlicht oder Himmelslicht ohne Glas) um die wichtigsten
Fraunhoferlinien zu identifizieren. Schalten Sie mit %matplotlib notebook in
den interaktiven Modus von Matplotlib. Die Diagramme werden dann in einem
externen Fenster dargestellt und Sie haben die Moglichkeit zu zoomen und die
Daten mit einem Cursor auszumessen. Falls die Ausgabe nicht in einem ex-
ternen Fenster erfolgt, miissen Sie den Kernel neu starten (Menu — Kernel —
Restart), %matplotlib inline durch %matplotlib notebook ersetzen und alle
Zellen nochmals ausfithren (Menu — Cell — Run All).

Jmatplotlib notebook
plt.plot(lamb_og, inten_og)
plt.title('Sonnenspektrum')
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plt
plt

.xlabel('Wellenlaenge / nm')
.ylabel('Intensitaet / b.E.")
plt.ylim((0,60000))

plt.x1im((350,800))
plt.savefig("figures/Fraunhofer.pdf", format="pdf")

Zeichnen Sie nur den Wellenldngenbereich von 350 nm bis 800 nm. Messen Sie
zuerst die Wellenldngen der bekannten Linien der Balmerserie von Wasserstoff.
Eine Ubersicht der wichtigsten Fraunhoferlinien und die Balmerserie finden Sie
im Anhang. Wo erwarten Sie die gelbe Heliumlinie? Markieren Sie die gefun-
denen Fraunhoferlinien von Hand auf einem Ausdruck und heften Sie diesen in
Thr Protokollbuch ein. Vergleichen Sie Thre gemessenen Werten mit den Litera-
turwerten.

IX.2 Auswertung des Natriumspektrums

Kopieren Sie Thre Messung des Natriumspektrums kleiner Intensitét in den Ord-
ner data auf dem Desktop und importieren diese in Ihr Notebook. Tragen Sie
die Daten in ein interaktives Diagramm ein.

lamb_og, inten_og=np.loadtxt('data/Nal.txt', skiprows=17,
converters= {0:comma_to_float, 1:comma_to_float},
comments="'>", unpack=True)

plt
plt
plt
plt
plt
plt
plt

.plot(lamb, inten)

.title('Natriumspektrum geringer Intensitaet')
.xlabel('Wellenlaenge / nm')
.ylabel('Intensitaet / b.E.")

.yscale('log"')

.y1im((0,60000))

.x1im((350,800))

e Starke Linien:

— Schauen Sie sich zuerst das Gesamtspektrum fiir die Linien hoher
Intensitédt zwischen 300 nm und 850 nm mit logarithmischer Inten-
sitdtsskala an.

— Drucken Sie das Spektrum aus.

— Bestimmen Sie mit Hilfe der Zoomfunktion und dem Cursor die Wel-
lenléingen der intensiven, klar erkennbaren Linien und tragen Sie diese
von Hand in das Diagramm ein. Schétzen Sie den Fehler der Wel-
lenldnge aus der Halbwertsbreite der jeweiligen Linie ab.

e Schwache Linien:

— Importieren Sie die entsprechende Messung wie zuvor und tragen Sie
diese in ein interaktives Diagramm ein.

— Zeichnen Sie das Spektrum im Bereich 300 nm bis 540 nm mit lo-
garithmischer Intensitdtsskala und bestimmen Sie die Wellenldngen
mit Fehlern der beobachteten Linien (Abbildung 10). Drucken Sie das
Diagramm aus und tragen Sie die gefundenen Werte in das Diagramm
ein.

— Zeichnen und drucken Sie das Spektrum im Bereich 600 nm bis 850 nm
und bestimmen Sie die Wellenldngen mit Fehlern.

I1X.3 Zuordnung der gefundenen Linien zu Serien

Die gefundenen Linien miissen zunéichst den drei Serien des Natriums zugeordnet
werden. Berechnen Sie hierzu die ungefihren Wellenléngen der Linien fiir jede
Serie und vergleichen Sie diese mit den beobachteten Linien.

I1X.3.1 Erwartete Linien fiir die 1. Nebenserie: md — 3p

Bei diesen Ubergiingen kénnen Sie in erster Niherung annehmen, dass der Kor-
rekturterm fiir die d-Energieniveaus Null ist. Dann gilt fiir die Wellenlénge A,
der einzelnen Uberginge:

he
b = Egy [eV]/m2 — Ej3p [eV], (7)
bzw. X
Ao [0m] ~ 1,2398 x 10°[nm eV] (8)

~ 13,605 eV/m2 — E3yleV]

Hier beschreiben h das Planck’sche Wirkungsquantum, ¢ die Lichtgeschwindig-
keit und Ery=-13,605 eV die Rydbergenergie. m ist die Hauptquantenzahl des
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Natriumspektrum geringer Intensitat

104 b

103 |

Intensitaet / b.E.
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300

400 450 500

Wellenlaenge / nm

350

Abbildung 10: Natriumspektrum im Bereich 300 nm bis 540 nm.

d-Niveaus und Fs, die Energie des 3p Zustandes in Elektronenvolt. Der Vorfak-
tor he berechnet sich zu he = 1,2398 x 10® [nm eV].

Ordnen Sie der gemessenen Linie im Bereich von 819 nm den Wert m = 3 zu und
berechnen Sie damit E3,. Benutzen Sie immer die gemessenen Wellenléngen auf
eine Stelle nach dem Komma. Berechnen Sie die erwarteten Wellenlédngen fiir
die Nebenserie bis m = 12 und versuchen Sie die gefundenen Linien zuzuordnen.

for m in range(3,13):
1=1.2398E3/(-13.605/m**2-E_3p)
print ('m={m:2d}, lambda={1:6.2f}'.format(m=m,1=1))

Legen Sie im Protokollbuch eine Tabelle fiir diese Serie an und tragen Sie die
gemessenen Wellenldngen als Funktion von m ein. Achtung: Wenn Sie sich nicht
sicher sind, ob eine Linie zugeordnet werden kann, dann lassen Sie es. Falsche
Zuordnungen sind viel schlimmer als eine Linie weniger! Falls eine Wellenlédnge
in einer Serie fehlt, schauen Sie nach, ob Sie diese iibersehen haben.

1X.3.2 Erwartete Linien fiir die 2. Nebenserie: ms — 3p

Nutzen Sie aus, dass die gelbe D-Linie des Natriums bei A = 589 nm dem
Ubergang 3p — 3s entspricht und berechnen Sie die Bindungsenergie (in eV)
des Grundzustands:

Ess = E3, — 1,2398 x 10%[nm eV]/A (9)

und berechnen Sie aus E3; den Korrekturfaktor A geméfl

Ess = —13.605¢V/(3 — Ay)2. (10)

Berechnen Sie damit die Wellenléngen der zweiten Nebenserie fiir m =4 bis 9:

1,2398 x 103[nm eV]

A ~
[nm] —13,605eV/(m — Ag)2 — E3,[eV]

(11)

Ordnen Sie wie zuvor die gemessenen Linien dieser Serie zu und tragen Sie diese
in eine Tabelle ein.

1X.3.3 Erwartete Linien fiir die Hauptserie: mp — 3s

Berechnen Sie aus Es, den Korrekturfaktor Ap:

Es, = —13,605¢V/(3 — A,)? (12)
und bestimmen Sie wieder die Wellenléngen fiir m =4 bis 5:
1,2 103
Aon [0 ,2398 x 10°[nm eV] (13)

~ T13,605eV/(m — A)? — EsgleV]’

Vergleichen Sie diese mit den gemessenen Linien (falls vorhanden).

Es bleiben Linien sichtbar, die keiner der drei Serien zugeordnet werden kénnen
insbesondere bei Wellenléngen iiber 700 nm. Diese kommen z.T. von Krypton.
Ignorieren Sie diese Linien.

IX.4 Bestimmung der Serienenergien und der
l-abhéingigen Korrekturfaktoren

Benutzen Sie die gemessenen Wellenldngen der Serien um die Rydbergenergie
Egy, E3, und die Korrekturterme Ag und A, zu bestimmen. Tragen Sie Ihre
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gefundenen Linien mit Fehlern und die dazugehorigen Quantenzahlen in Arrays
ein. Die folgenden Zahlenwerte sind nur Beispiele und entsprechen nicht den
wahren Werten!

wellenl=np.array([819.1,569.9,499.5,468.3,451.3,
441,434 .8,431.6,428.3,421.4])

fehler=np.array([2,1,1,1,1,1,1,1,1,2])

quantenz=np.arange(3,13)

Tragen Sie Ihre Messwerte in ein Diagramm ein.

plt.errorbar(quantenz,wellenl,fehler, fmt=".")
plt.xlabel('Quantenzahl')
plt.ylabel('Wellenlaenge / nm')

plt.title('l. Nebenserie des Na-Atoms')

Fiir die erste Nebenserie wihlen Sie die Funktion

Am[nm] = 1, 2398 x 10°[nm eV]/[Egr,/(m — Ag)? — E3p) (14)

mit Egy, E3p und Ay als freie Parameter.

from scipy.optimize import curve_fit
def fit_func(m,E_Ry,E_3p,D_d):
return 1.2398E3/(E_Ry/(m-D_d)**2-E_3p)

Mit para = [-13.6,-3,-0.02] werden die Startparameter in der Reihenfolge wie sie
in der Funktion definiert wurden initialisiert. Mit der Funktion curve_fit()
wird die Anpassung durchgefiihrt. Das Ergebnis, d.h. die Parameter werden im
Array popt gespeichert und deren Varianzen befinden sich auf der Diagonalen
der Kovarianzmatrix pcov. Falls der Fit nicht konvergiert, miissen Sie Startpa-
rameter dndern.

para = [-13.6,-3,-0.02]
popt, pcov = curve_fit(fit_func, quantenz, wellenl,
sigma=fehler ,pO=para)

Lassen Sie sich die Fitergebnisse ausgeben:

print ("E_Ry=",popt[0], ", Standardfehler=", np.sqrt(pcov[0][0]))
print ("E_3p=",popt[1], ", Standardfehler=", np.sqrt(pcov[1][1]))
print("D_d=",popt[2], ", Standardfehler=", np.sqrt(pcov[2][2]))

1. Nebenserie des Na-Atoms
1000 ‘ ‘

900 |- B

800 | B

700 - B

600 - R

Wellenlaenge / nm

500 - R

400 1 1 1 1 1
2 4 6 8 10 12 14

Quantenzahl

Abbildung 11: 1. Nebenserie des Na-Atoms.

Diskutieren Sie die Giite des Fits. Berechnen Sie die x?-Summe:

(15)

X2 _ i Funktionswert; — Messwert;) 2
Fehler;

%

und x?2,,=x?/Freiheitsgrad. Der Freiheitsgrad berechnet sich aus der Anzahl
der Messwerte abziiglich der Zahl der Fitparameter.

chi2_=np.sum((fit_func(quantenz,*popt)-wellenl) **2/fehler**2)
dof=len(quantenz)-3 #dof:degrees of freedom, Fretheitsgrad
chi2_red=chi2_/dof

print("chi2=", chi2_)

print("chi2_red=",chi2_red)

Berechnen Sie noch die , Fitwahrscheinlichkeit“, das heifit die Wahrscheinlich-
keit, dass Sie bei einer Wiederholungsmessung ein x2- Wert erhalten, der grofier
oder gleich Threm x2- Wert ist.
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from scipy.stats import chi2 X Anhang
prob=round(1-chi2.cdf(chi2_,dof) ,2)*100
print ("Wahrscheinlichkeit:", prob,"%")

Symbol | Wellenléinge (nm) | Element/Molekiil

Vergleichen Sie die Fitergebnisse mit den zuvor berechneten Werten. Hinweis: A 759 4 tolluric oxveen
A, ist eine empirische Naherungsformel. In Wirklichkeit hangt diese Grofie auch ’ - e
noch schwach von der Hauptquantenzahl n ab. Wundern Sie sich daher nicht, B 686,7 telluric oxygen
wenn die Wahrscheinlichkeit des Fits nicht so gut ist. C 656,3 hydrogen
Zeichnen Sie die erhaltene Funktion mit Parametern in das Diagramm mit Ih- D, 589,6 sodium
ren Messwerten. Mit *popt werden die gefundenen Parameter automatisch in Do 589,0 sodium
Thre Funktion entpackt. Die Abszissenwerte fiir die Funktion generieren wir mit .

. D3 587,6 helium
linspace().

E 527,0 iron and calcium
plt.errorbar(quantenz,wellenl,fehler, fmt=".") by 518.,4 magnesium
plt.xlabel('Quantenzahl') F 486,1 hydrogen
plt.ylabel('Wellenlaenge / nm') - -
plt.title('l. Nebenserie des Na-Atoms') G 430,8 ron and.calcmm
x=np.linspace(2.8,12.2, 100) H 396,8 calcium
plt.plot(x, fit_func(x,*popt)) K 393,4 calcium

plt.savefig("figures/1_Nebenserie.pdf", format="pdf")
Tabelle 1: Fraunhoferlinien.
Ihr Diagramm sollte so &hnlich wie Abbildung 11 aussehen.

Wiederholen Sie die Anpassung fiir die zweite Nebenserie. Hier miissen Sie die
Funktion

A [nm] = 1,2398 x 103[nm eV]/[Er,/(m — Ay)? — Es,) (16)

anfitten.
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Abbildung 12: Balmerserie des Wasserstoffatoms.
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