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Experimentelle Demonstration

Versuch 251: Statistik des radioaktiven Zerfalls
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Fehlerangabe

Warum ist die Aussage:
“Ich habe die Elementarladung gemessen,
sie betragt 1,602 x 10*® Coulomb”

falsch ?

Jede Messung ist mit einem Messfehler behaftet.

Es gibt keine Messung die unendlich genau ist!

Charles Augustin de Coulomb
(1736-1806)

Zwei unabhangige Messungen ergeben ungleiche Resultate:
Nur wenn man die jeweiligen Messfehler angibt, kann man

diskutieren, ob die beiden Messungen - innerhalb der Fehlergrenzen -

in Ubereinstimmung sind oder nicht !
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Fehlerangabe

Um ein theoretisches Modell experimentell durch eine Messung zu liberpriifen,
muss die Qualitat und die Aussagekraft der Messung bekannt sein.

Beispiel:

Die Bestimmung der Elementarladung ergab folgende Ergebnisse:
Messung 1: e=(1,7+0,1)x 10 C
Messung 2: e=(1,62+0,01)x10C

Welche Aussage kann liber die beiden Messungen getroffen werden?

Messung 1 ist konsistent mit dem Literaturwert

Messung 2 ist zwar praziser, stimmt aber innerhalb der Robert Andrews Millikan

: . : ) : (1868-1953)
Fehlergrenzen nicht mit dem Literaturwert tiberein!

Wir wollen eine realistische Fehlerabschatzung im Praktikum !
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Fehlerangabe
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Schwankungen einer Messgrofde

Werden Messungen unter identischen
Bedingungen wiederholt, so erhalt man im
Allgemeinen nicht denselben Messwert!

e Wie sind die Messwerte verteilt?
e Welche GroRe ist die beste Schatzung
des wahren Wertes?
e Wie grol ist die Genauigkeit der Messung?

Spannungsmessung im Versuch
,Bestimmung der Boltzmannkonstante”

Einfiihrung in die Fehlerrechnung



Angabe einer MessgrofRe

Ziel einer Messung:

bestimme einen Schatzwert x; fur die betreffenden MessgroRe x, der zusammen mit der

Messunsicherheit Ax zur Kennzeichnung eines Wertebereichs fur den wahren Wert der
Messgrolie dient.

» Beste Schatzung des ,wahren” Wertes x;

» Messunsicherheit Ax (,,Fehler®)

» Physikalische Einheit

Angabe des absoluten Fehlers Angabe des Relativfehlers

X = Xg * AX X = Xg * (Ax/xg) x 100

e =(1,62 +0,03) x 10° C
A

e=1,62%x10Y%C+19%
A A

zugehorige physikalische Einheit
gleiche Zehnerpotenzen fiir Messwert und Messunsicherheit
== sinnvolle Zahl der angegebenen Stellen (eine, max. zwei signifikante Stellen)
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Messunsicherheiten: Grobe Fehler

z.B. verursacht durch:
defekter Messgerate
falsches Ablesen von Skalen
Irrtum bei der

Protokollierung
oder Auswertung

Grobe Fehler konnen durch sorgfiltiges Experimentieren
ausgeschlossen werden und sollten im Praktikum nicht auftreten !

Einfiihrung in die Fehlerrechnung




Messunsicherheiten: Systematische Fehler

Systematische Fehler

fihren zu einseitigen Abweichungen vom ,wahren Wert"“.
Der Messwert ist entweder immer groRer oder immer kleiner als der ,wahre Wert"“.

Ursachen?

Unvollkommenheit der Messgerate
» Eich- und Justierfehler, Nichtlinearitat, Reibung, ....
teilweise bekannt (Herstellerangaben: Genauigkeitsklassen)

Rickwirkung des Messgerates (Prozesses) auf die MessgrolRe
» Innenwiderstand, Verformung, Erhitzung

Umwelteinflisse
» Auftrieb, elektromagnetische Felder, Temperatur, Luftfeuchtigkeit, ...

Systematische Abweichungen sind:
» prinzipiell erfassbar
» oft aber schwer zu erkennen

» reproduzierbar und somit zumindest teilweise korrigierbar

Einfiihrung in die Fehlerrechnung



Messunsicherheiten: Statistische Fehler

» Wiederholung von Messungen (unter gleichen Bedingungen):
einzelne Messwerte werden sich voneinander unterscheiden

» Statistische Fehler streuen ,links” und ,rechts” um den wahren Wert
(in vielen Fallen sogar symmetrisch um den wahren Wert)

» Zufallige Abweichungen sind unvermeidlich, aber:

der statistischen Analyse zuganglich:
Die Grol3e zufalliger Messabweichungen kann mit Hilfe
von Wahrscheinlichkeitsaussagen bestimmt werden.

Durch Mehrfachmessungen kdnnen statistische
Fehler prinzipiell beliebig klein gehalten werden !

Einfiihrung in die Fehlerrechnung



Messunsicherheit: Beispiel Streckenmessung

Lineal A S O s Auflosung: 1 mm

Schieblehre S s ® Auflosung: 0,05 mm

Mikrometerschraube Auflosung: 0,01 - 0,001 mm

Messunsicherheit?

Falls keine Messgenauigkeiten angegeben sind, kann der Fehler
aus der Skalenteilung abgeschatzt werden.

Messunsicherheit: 30% — 50% der Skalenteilung

Einfiihrung in die Fehlerrechnung




Messunsicherheit: Beispiel Analoginstrumente

An vielen Analogmessinstrumenten ist eine Genauigkeitsklasse angegeben.

Genauigkeitsangabe: Max. Unsicherheit in % des Skalenendwertes

\\\\\\\\\hl hh/////,
\\\\\\\‘\“‘l"""’//////

Genauigkeit: 40 mbar
40 % der Skalenteilung

Genauigkeitsklasse

Einfiihrung in die Fehlerrechnung



Messunsicherheit: Beispiel Digitalinstrumente

Im Praktikum: Genauigkeitsangabe der Bedienungsanleitung entnehmen !

7. Elektrische Angaben
Bemerkung: Die Messgenauigkeit wird angegeben als Summe aus
- einem relativen Anteil des Messwertes und
- einer Anzahl von Digit (d.h. Zahlenschritte der letzten Stelle).
Diese Messgenauigkeit gilt bei Temperaturen von 18 °C bis 28 °C und einer

O TANS RS22 TN +9 CF relativen Luftfeuchtigkeit kieiner 80 %.
Eﬂﬂﬂm 7.1 Gleichspannungsbereiche
= b Der Eingangswiderstand betragt 10 MQ (im 400 mV-Bereich 1 GQ).

BENNING MM 10

\f

Messbereich  Auflésung Messgenauigkeit Uberlastschutz
600 mV 100 pVv + (0,5 % des Messwertes + 2 Digit) 1000 Vys
6V 1mV + (0,5 % des Messwertes + 2 Digit) 1000 Ve
60 V 10 mV + (0.5 % des Messwertes + 2 Digit) 1000 Ve
600 V 100 mV + (0,5 % des Messwertes + 2 Digit) 1000 Vp,
1000 V 1V + (0,5 % des Messwertes + 2 Digit) 1000 Vg

7.2 Wechselspannungsbereiche
Der Eingangswiderstand betragt 10 MQ parallel 100 pF.

Messgenauigkeit *

Messbereich  Auflésung im Frequenzbereich 50 Hz - 500 Hz Uberlastschutz
600 mV 100 pVv + (0,9 % des Messwertes + 5 Digit) 2 750 Vg
6V 1mV + (0,9 % des Messwertes + 5 Digit) = 750 V¢

Beispiel:
Es wurde eine Wechselspannung von 4,736 V gemessen

Fehler: 0,9% von 4,736 = 0,043 V, 5 Digit =5 mV
=l |\/essunsicherheit: 0,048 V Ergebnis U = (4,74 £ 0,05) V

Einfiihrung in die Fehlerrechnung




Messunsicherheit: Beispiel Stoppuhr

Beispiel:
Zeitmessung mit Handstoppuhr

Auflésung: 1/100 s

Messunsicherheit ?

zusatzlicher Fehler durch das endliche Reaktionsvermaogen
des Experimentators, Reaktionszeit ~0,2s—-0,3 s
(Bei Differenzmessungen kleiner!)

Einfiihrung in die Fehlerrechnung




Statistische Fehler

Um statistische Fehler zu bestimmen mussen mehrere Messungen unter gleichen

Versuchsbedingungen durchgefiihrt werden: » Stichprobe von N Messungen
Vorgabe: Gesucht:
> Unabhangige, identisch » Beste Schitzung des wahren Wertes x,,
verteilte Zufallsvariablen » Aussagen iliber Genauigkeit der Messung

Graphische Darstellung als Histogramm: Haufigkeit der Ereignisse in einem Intervall [x;, x.+Ax]

—

Haufigkeit
' A
Haufigkeit

A " A

Haufigkeit

| Wpy
== |-

Experimentelle Demonstration
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Gaullverteilung

2
1 (,U — X) P(x) heiBt Wahrscheinlichkeitsdichte der
P(X) — \/7 EXP| — 2 Normalverteilung mit Erwartungswert u
27 O 20 und Varianz o2

| |
DLO998I3ZIUT | "'* *g‘ Normierung: I P(X) dx =1

g 00

= Erwartungswert: L = I X - P(x)dx
s Varianzz 0 = I (X — 11)? - P(x)dx

Johann Carl Friedrich GauR (1777-1855)

Interpretation:

» Wahrscheinlichster Wert p ist die beste Schatzung des ,,wahren Wertes”
» Breite ¢ der Verteilung ist ein MaR fiur die Messgenauigkeit !
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Gaullverteilung
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Zentraler Grenzwertsatz

Die Verteilungen der Summen von

stochastisch unabhangigen

ZufallsgroRen streben mit

wachsendem Stichprobenumfang -
gegen die GaulBsche Normalverteilung.

Beispiele: o % o o

e Streuprozesse e

e Brownsche Bewegung e b w e e e
e Thermisches Rauschen SOV < T T
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Zentraler Grenzwertsatz
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Gaullverteilung:

o-Abweichung

Aufgabe 4 (AB Fehlerrechnung) & [ |
. 0 P(u) = 1 1 P(x) mit:
Interpretation des Ergebnisses V2r o u=0undo=1
0.4 '
X=uto bzw. X=X £ AX _
o 0,3 +
| P(x)dx=0,683 z [ wensenunite N\ sy P
- Ve
-o 0.2 - /, FWHM A
D "full width ha've maximun”
~2.30
| P(x)dx=0,955 .
20 ’
3o i
_ 0,0 , , . . ,
| P(x)dx=0,997 * y ; 1 ;
-3o pu—20 u—c H pH+c u+2c
Als beste Schatzung fir den ,wahren Wert” wurde bei einer Messung

der WertX bestimmt. Der wahre Wert liegt mit einer Wahrscheinlichkeit
von 68,3% im Intervall [X — o, X + o] (1o-Umgebung).

Einfiihrung in die Fehlerrechnung




Schatzwerte aus endlicher Stichprobe

Schatzwert fur den Erwartungswert u1 (X — u fir n — o)

Der arithmetische Mitte"«:~++ i+ din hocks €obB4-n~ A~cyghren Wertes

Schatzwert fur die Stan —> )

Breite der Verteilung ur lerer Fehler einer Einzelmessung

1
S, = \/n 1Z(x X.)?

=1

telwert wird unterschatzt!

Schatzwert fir die Star

ittlerer Fehler des Mittelwertes
des Mittelwerts

Jn \/n(n 1)2(_ g

10 mal héhere Genauij
100 mal mehr Messwe
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Mittelwert, Fehler Einzelmessung, Fehler des Mittelwerts
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Fehlerfortpflanzung

In der Regel kann eine physikalische GrofRe nicht direkt gemessen

werden, sondern wird aus einer oder mehreren MessgrofRen
bestimmt.

Beispiel:
Bestimmung der Elementarladung nach Millikan

9 3
g :(Vf +Vs)67z-d 7
U \ 2p9

Die MessgroRen V¢ ,V,,U,d, 7, p, J sind fehlerbehaftet

Welchen Einfluss haben die Einzelfehler der gemessenen
GrofRen auf die zu berechnende physikalische Grof3e?

Einfiihrung in die Fehlerrechnung



Fehlerfortpflanzung

Der Einfluss einer fehlerbehafteten EingangsgrolRe x auf das Ergebnis f(x) kann mittels der
Taylorreihe abgeschatzt werden: 2
1 of (x 1 0°f(x
f(X+AX) = f(X)+= ( )Ax+— (2)(Ax)2+
1! ox 2! 0Ox

Bei genligend kleinem |Ax| kann die Reihenentwicklung nach dem linearen Glied
abgebrochen werden of (X)

(Néherungslésung!) Af = f(X+Ax)— f(X) = AX +Ordnung[(Ax)*]
4
Wie wirkt sich der Fehler Ax einer f(X)
MessgroRe x auf eine abgeleitete
physikalische GroRe f(x) aus?
Af(x2)
Af (X )~@(x )AX
2 Ox 2
of Af(x1)
Af ~— (X, ) AX
(x,) = (x,) -

Einfiihrung in die Fehlerrechnung



Fehlerfortpflanzung

Beispiel

Bestimmung der Spannung nach dem Ohmschen Gesetz:

FlieBt durch einen Widerstand R ein Strom I, so fdllt am Widerstand

die Spannung U ab.

&l

Fehler von U
=
AU =Geradensteigung x Al g’
=
au =39 4 &
di 7]
AU =RAl

Einfiihrung in die Fehlerrechnung
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Fehlerfortpflanzung

Beispiel
Messung der Leistung an einem Widerstand R, an dem die Spannung
U anliegt.

Leistung P

Spannung U U

Einfiihrung in die Fehlerrechnung



Gaufldsches Fehlerfortpflanzungsgesetz

Hangt eine physikalische Grolde f von mehreren MessgroRen
mit den Fehlern AX,AX,,...,AX_ ab, d.h.

so berechnet sich der Fehler von f gemaR:

Der Gesamtfehler Af(Ax) von f(x;) ergibt sich zu:

Af (AX;) ~ Zi”l[% Axi)

Warum quadratische Addition ?

Messewerte streuen statistisch , links” und ,,rechts”“ um den N

Mittelwert, d.h. die Fehler kompensieren sich teilweise! Carl Friedrich GauR
(1777-1855)

Einfiihrung in die Fehlerrechnung



Fehlerfortpflanzung

Hangt eine physikalische Gro3e f von den Messgroflen x und y ab,
ergibt sich fiir den Gesamtfehler Af:

Af (AX, Ay) = (%AXJ +(%Ay]

Einfache Fille f(x,y) - niitzlich zu Erinnern bei der Auswertung:

f =kx AF = KAX
f=x+y, f=x-vy A]‘:\/(Ax)2+(Ay)2
2 2
f = xy, f=2 £: (gj +(ﬂJ
y f X y
- AT _jp A%
f X

Die einfachen Fille brauchen bei der Auswertung nicht
hergeleitet werden, sondern kénnen direkt angewendet werden!

Einfiihrung in die Fehlerrechnung




Graphische Darstellung

wesentlicher Bestandteil einer Messung

» Veranschaulicht funktionale Zusammenhange

» Erlaubt Kontrolle Gber mogliche Abweichungen
(prinzipielle Abweichungen oder ,AusreiRer”)

...........

Flr das Praktikum bitte beachten:

» Wahl von geeignetem Millimeterpapier (linear / log. / doppelt log.)
» Wahl eines geeigneten Malstabs fir die Achsen

» Beschriftung der Achsen

» Messwerte (mit Fehler) und den Graph der Funktion eintragen

Diagramme von Hand anfertigen, keine Computerausdrucke !!!

Einfiihrung in die Fehlerrechnung



Ausgleichsgerade: graphisch

y = a=x + b Gesucht: Steigung a sowie den Achsenabschnitt b und deren Fehler

® ) Zeichnung der Ausgleichsgeraden
3,5+
30 Eintragen von 2 weiteren
- parallelen nach oben bzw.
A unten verschobenen Geraden:
® 204 ca. 70% der Messpunkte innerhalb
& e , der Geraden (1o Abweichung)
o a = (0,0120 + 0,0009) >
1.0 . , 9 Fertigstellen des
G =(0,4070.099)s “Streubereichsrechtecks”
ot 11— r— 1 || Die Diagonalen in diesem
Masse [g ] Rechteck liefern in etwa den
Fehler der Steigung sowie des
Achsenabschnitts

Einfiihrung in die Fehlerrechnung



Ausgleichsgerade: graphisch

Im Praktikum auch erlaubt: Min/Max- Abschatzung
40
<] AM=180g i Zeichnen der Ausgleichgerade
i {  Fehlergerade ! Zeichnen der Fehlergerade
o & i AT?/Am = 0,0129s?/g L
1 1 0O
2,5 S | © i
— 2 K Berechnung der Steigungen
2 204 o L
T =x _ { < Berechnung des Fehlers:
15- : Ausgleichsgerade |
o ! AT?/Am = 0,0120s%/g | A2 = g pier— Apusgleich
I A |
2 Am=224 ]
o J Ergebnis:
0.0 v T ’ T ¥ T X T X T X SZ
0 50 100 150 200 250 300 a=(0,0120+0,0009) —
Masse [g ] g
Fehlerabschatzungen -> Augenmal$ ausreichend
Eine exakte Fehlerrechnung ist mit einer Hilfe linearen Regression maoglich !

Einfiihrung in die Fehlerrechnung



Einfuhrungsversuch Federpendel

Aufgabe:
Bestimmung der Erdbeschleunigung
mit einem Federpendel

Durchfihrung und Auswertung:
Gemeinsam mit den Betreuern an den ersten
Tagen

Ziel:

EinfUhrung in das
physikalische Experimentieren,
Protokollfiihrung,
Fehlerabschatzung

und grafische Darstellung

Einfiihrung in die Fehlerrechnung




Zusatzliches Material




Ausgleichsgerade ,,von Hand“

y = a=x + b Gesucht: Steigung a sowie den Achsenabschnitt b und deren Fehler

>
? m - I
3
€ wl
a
)
o -
............... s
; [
.10 H
I
1
20 )
1
- '
0 1
1
| | | | 1 |
( 1 2 3 | & 9 1
>
=]
[
>
[=
[=
[
[+
w
20
/ TR =
0 1 3 4 8 o M
Lange /cm

100

80

Spannung / V

o0

40

20

l ! 1 | | - | | 1

0 1 2 3 4 5 6 7 b} 9 I

Lange /cm

Zeichnung der Ausgleichsgeraden
(geht bei gleichen Standardabweichungen durch
Schwerpunkt S der Daten)

Eintragen von 2 weiteren parallelen nach oben bzw.
unten verschobenen Geraden:

ca. 70% der Messpunkte innerhalb der Geraden
Fertigstellen des “Streubereichsrechtecks”.

Die Diagonalen in diesem Rechteck liefern in etwa
den Fehler der Steigung sowie des Achsenabschnitts.

Einfiihrung in die Fehlerrechnung
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Lineare Regression mit X’-Fit

i O-i

s

y° =2 |
;i) :GZZ[yi—axi—b)] =0
oy°

_2 !
P = > in[Yi —aX _b)] =0

Zy, Zb+Zax_bN+aZx
Zi:xiyizzi:bxiJrZi:alxi Zx +aZx

* Allgemeiner Fall: siehe Praktikumsanleitung

x° sei minimal (Beispielrechnung fir o,=¢ V i)

Aufstellen der Funktion
X’(a,b)

Partielles Ableiten:
nach a & Nullsetzen

nach b & Nullsetzen

Gleichungssystem
umformen

Einfiihrung in die Fehlerrechnung
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Lineare Regression mit X’-Fit

Z Zb+2ax =bN +aZx
ZXY. be +Zax _be +aZx

Auflosen nach a und b:

Achsenabschnitt b :i:zi: xfzi: Y, —Zi:xi in yi}
RXNDXN]
mit A = Nzile —[in T

Varianz 0° = §° = %Z[yi —axX —b]2

Steigung a=

Einfiihrung in die Fehlerrechnung zusatzliches Material



Korrelationskoeffizient (nach Pearson)

200 200
r=0,880 . r=0,895 .
[ ]
150 150 .
[ ]
100 * 100 .« "
[ ]
[ ] [ ]
50 . 50 *
[ ] [ ]
50 100 150 200 B0 100 150 200
200 200 .
r=0,800 r=0,700 e
150 150
[ ]
L] L]
100 . 100 .
[ ] [ ] .
= . B0 .
obe b e
50 100 150 200 50 100 150 200

Cov(x,Y)

p(Xy) = N x-\/Var .
1 n _ _
1 2 (6= 9)
Y =R Y - 9

dimensionsloses Mal} fiir den Grad des linearen
Zusammenhangs zwischen zwei Merkmalen. Bei
einem Wert von +1 (bzw. -1) besteht ein vollstandig
positiver (bzw. negativer) linearer Zusammenhang
zwischen den betrachteten Merkmalen. Wenn der
Korrelationskoeffizient den Wert 0 aufweist, hangen
die beiden Merkmale Uberhaupt nicht linear
voneinander ab.

Quadrat des Korrelationskoeffizienten r? : BestimmtheitsmaR

Es gibt an, wie viel Prozent der Varianz, d. h. an Unterschieden der einen
Variable durch die Unterschiede der anderen Variable erklart werden konnen.
Beispiel: Bei r=0,3 bzw. 0,8 werden 9% bzw. 64% der gesamten auftretenden
Varianz im Hinblick auf einen statistischen Zusammenhang erklart.

Einfiihrung in die Fehlerrechnung
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Regressionsanalyse

Per Hand bzw. mit Taschenrechner mit Gberschaubarem Aufwand durchfiihrbar bei
linearen Funktionen mit wenigen Stichproben.

17,54 % | | =
. . . . ‘ : {
Beispiel: s 3
1 : '\‘i“. ‘ ‘1
Linearisierung von Funktionen e 1 | }\ 3 — —
LIQJ 10_: i | \?‘\\ L
o ~§ 1 4 M2
_ = T :
y —act «g 75 {l‘{
Iny =Ina-+bx ] —F
' ‘ + . * ' ..

w

!
| i
'S T T I

Zahl der Schwingungen n

10

,multiple” Regression:
Fir komplexere Funktionen mit mehreren Variablen (alle mit Fehler behaftet)
ist es sinnvoll geeignete Statistik Software verwenden (z.B. Mathematica,

Maple, Origin, SPSS, Stata, SAS, ...).

Einfiihrung in die Fehlerrechnung zusatzliches Material



Prinzipielle Vorgehensweise

[ Messabweichung ]

~ D

systematische zufallige
Messabweichung Messabweichung

PN

bekannte systematische| |unbekannte systematische
Messabweichung Messabweichung

N
[ Korrektur ] {
\ \ v \

{ Messergebnis ] { Messunsicherheit ]

Restabweichung ]

nach M.Hemla, OZ 41 (1995) 1156

Einfiihrung in die Fehlerrechnung zusatzliches Material



Zusammenfassung

=
o g
E i
T ; Messergebnis:
i =X 2k-u
i : 2
i U= (O-M) +(O-Sys)
5 > e
Mittelwert i Einzelwert wahrer Wert k=1 far
i 68% Konfidenz
Zufallsabweichung [€=>1 S¢ = \/n 121(X X))’ Sd] et ek
Systematische Abweichung | < | > A.nzahl nvon
Einzelmessungen
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Beispiel Temperaturmessung mit PT100

Temperatursensor Zuleitung Ohmmeter Anzeigewerte

140.12Q
140.13Q
140.19Q
140.08Q
140.11Q
140.120Q
140.09Q
140.10Q
140.11Q

Systematischer Fehler Arithmetischer Herstellerangabe Standardabweichung
(Zuleitungswiderstand) Mittelwert (Genauigkeit Messgerat) Des Mittelwerts

sys=R, =1.00 Q m = 140.10 Q3 a=0.15Q sm=0.10 Q

~—— ~———

Korrektur des Mittelwertes m mit Kombinierte Messunsicherheit
dem bekannten systematischen Fehler Messgerat und Messunsicherheit

Myorrig = M - Sys = 139.10 Q U.2=sm?+a? u,=0.18Q
Vollstandiges Messergebnis:
(m—-sys)+u,=139.100Q +0.18

I
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Binomial-Verteilung

. _ n K n—k
B(kin.p)=| [p"(L=p)

T T Ausfallwahrscheinlichkeit

4 Trefferwahrscheinlichkeit
Anzahl der Moglichkeiten (Permutationen)
___ =5 Normierung: ZB(k;n, p)=1
p=0.2, g=0.8
S Mittelwert: )= k-B(k;n, p)=np
e k=0
2.1 - Varianz: :ikz B(k n, p) > :np(l_ p)
]
e T T T T Standardabweichung: o =4/np(1-p)

Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Ereignis genau k-mal bei n voneinander
unabhangigen Versuchen eintritt, wobei p die Wahrscheinlichkeit fir das
Eintreten des Ereignisses, und (1-p) die Wahrscheinlichkeit fiir das nicht
Eintreten des Ereignisses darstellt.
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Zentraler Grenzwertsatz
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Konvergenz der Binomialverteilung an die Normalverteilung (Gaul3) firn — oo

: M) kg aynek 1 _(,u—X)Z
B(k,n,p)_(kjp(l p) P(X)—@.GGXP[ 557 J
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Poisson-Verteilung

Eine asymptotisch asymmetrische Binomialverteilung, K A— 1
deren Erwartungswert np fur groBe n und kleine p gegen P k . . ,u €
eine von n unabhangige Konstante A konvergiert, kann ( y ,Ll) —
durch die Poisson-Verteilung angenahert werden. k I
0.30
Il Poisson: =2, a'=2
B Binomial: n=100. p=0.02. ¢°=1.96 =
v . Normierung: D Pk ) =1
= Mittelwert: (k)= kzzc;k P(k; 1) = u
g o0 Varianz: 02=Zk2p(k;ﬂ)_<k>2:ﬂ
(+4] k=0
0.05 +
Standardabweichung: o= \/;
0.00 -

Die Poisson-Verteilung ist also die Grenzverteilung der Binomialverteilung

fur groRe n und kleine p. Die Verteilung wird durch einen Parameter u
(Erwartungswert) beschrieben. P(k;z)=Ilim (k;n—>0,p—>0); np—> A

zusatzliches Material
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Poisson-Verteilung & ,Wurzel N Gesetz“

Fur einen grolRen Mittelwert u (u >30) (1—k)?

|lasst sich die Poisson-Verteilung in guter ] 1 ~ o i

Naherung durch eine GauBverteilung G(k"u)_ 2 e € mit o= VH
approximieren. H

I

u=20

310
e B
G %9 w ™
108
— ) 08 <
5

Pik = 100

Ll p=2 ‘/

K

G(u,k) ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine sehr lange Messreihe den Mittel-
wert u ergeben wirde, wobei das Resultat k einer einzigen Messung
gegeben ist. Naherungswert fir die Standardabweichung: o=~k

Beispiel (z.B. Zahlrate beim radioaktiver Zerfall):
Interpretation einer Messung als Schatzung des Mittelwerts: N=4711 ,counts”

Schatzung der Standardabweichung (absoluter Fehler): N
Relativer Fehler : JN/N =1/JN

zusatzliches Material
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Messunsicherheiten

Zufallige oder Statistische Fehler Beispiel syst. und stat. Fehler:
Position eines Sterns
» Wiederholung von Messungen (unter gleichen | =N
Bedingungen): einzelne Messwerte werden sich L)) stat Feh'erf klein
voneinander unterscheiden. \\ | B A L

» Statistische Fehler streuen ,links“ und ,rechts”
um den wahren Wert (in vielen Fallen sogar
symmetrisch um den wahren Wert).

Stat. Fehler: klein
Syst. Fehler: groR

» Zufallige Abweichungen sind unvermeidlich
und nicht exakt erfassbar.

Stat. Fehler: groR
Syst. Fehler: klein

» sind statistischer Analyse zuganglich:
Die GroRe zufadlliger Messabweichungen kann mit Hilfe
von Wahrscheinlichkeitsaussagen bestimmt werden.

Durch Mehrfachmessungen kdnnen
statistische Fehler prinzipiell '
beliebig klein gehalten werden ! e

Einfiihrung in die Fehlerrechnung

Stat. Fehler: groR
Syst. Fehler: groR




Messunsicherheiten

Beispiele fiir zufdllige
Messabweichungen:

» Abweichungen beim Ablesen
(Parallaxe)

» Reaktionsvermogen
(z.B. bei Zeitmessung)

» Unsicherheit der
Skaleninterpolation

» variable Umgebungsbedingungen
(Druck, Temperatur, ...)

» statistischer Charakter
der Messgrolde

(Rauschen, Radioaktivitat,...) Experiment zur Bestimmung des Schwerpunktes von Bierdosen
(Experimental Physik |, WS 2007/08)
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P.R. Bevington
Data Reduction and Error Analysis for the Physical Sciences
McGraw-Hill, New York,1969, Lib Congress 69-16942

C.B. Lang & N. Pucker
Mathematische Methoden in der Physik
Spektrum, Akad. Verlag, Heidelberg, 1998, ISBN 3-8274-0225-5

W. Granicher
Messung beendet was nun?
Teubner Verlag, Stuttgart, 1996, ISBN 3-519-13659-7

Praktikumsanleitung!

“Wir wollen richtige Fehler” , J.Stiewe in der Praktikumsanleitung
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