4 Symmetrien

(siehe auch Diskussion in Mark Thomson, Modern Particle Physics)
Emmy-Noether-Theorem (1917):
Zu jeder Symmetrietransformation existiert eine Erhaltungsgrofie

Erinnerung an die quantenmechanische Definition einer Erhaltungsgrofie:
Eine Observable ist Erhaltungsgréfie, wenn fiir den zugehdrigen Operator O
gilt: [H, O], d. h. H und O haben gemeinsame Eigenfunktionen

Wir werden im folgenden das Emmy-Noether Theorem formal diskutieren.
Das sollte bereits aus der QM bekannt sein. Da wir aber spéter sehr ana-
log argumentieren werden wenn, wir innere Symmetrien z.B. mit erhaltenen
Quantenzahlen wie Ladung oder Farbladung verkniipfen, wiederholen wir
den Formalismus an dieser Stelle.

Wir nehmen an eine physikalische Beobachtung sei invariant unter der Trans-

formation U, das heifit U ist eine Symmetrietransformation.
Die Wellenfunktion ¥ wird unter U wie folgt transformiert:

U(t,Z) = V'(t,Z) = U¥(t, T) (67)

Die Normierungsbedingung die fiir ¥ gilt muss auch fiir ¥ gelten®:
/ Ui, D)0 (t, ¥)d*r = 1 (68)

= / Ut 2)0 (¢, B)d'x = / U, D) UTUO(t, D)d'z =1 (69)
= UlU=1 = U ist unitér!

/ W) HUE F)dis = / W' (4, ) HY (t, 7)d ' (70)

_ / Vi HUTHUS( ) de (71)

9Das Integral [ ...d*z geht iiber alle vier Koordinaten des 4er Vektors, d.h. iiber Zeit
und drei Raumkoordinaten.
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Beim ersten Gleichheitszeichen wurde die Invarianz unter der Transforma-
tion U ausgenutzt.
Daraus folgt H = UTHU und somit [H, U] = 0.

Wir betrachten eine infinitesimal kleine Transformation:

U=1+ieG (72)
Hierbei wir G Generator der Transformation genannt.
UtU = (1 — ieGT)(1 +ieG) = 1 4 ie(G — G1) + O(€?)
Da die Gleichung fiir alle kleinen Werte von e gilt, muss gelten:
G-Gl=0 G-

Daraus folgt, dass G hermitesch ist. Das bedeutet es gibt eine G zugeordnete
Observable g. A
[HU]|=0=[H,G]=0 (73)

Die Observable g ist eine Erhaltungsgrofie

Eine finite Transformation G kann als Serie von infinitesimal kleineren Trans-
formationen %G dargestellt werden.

U =limy oo (1411 G)" = €€

Wir haben gezeigt, dass wenn eine physikalische Beobachtung invariant unter
einer Transformation U ist, dann ist die Observable g die zu dem Genera-
tor G der Transformation gehort eine Erhaltungsgrofie. Das ist genau (etwas
formaler dargestellt) die Aussage des Emmy-Noether Theorems!
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4.1 Emmy-Noether Theorem am Bespiel von Raum-
Zeit Symmetrien

Nun wenden wir den oben eingefiithrten allgemeinen Formalismus auf das
Beispiel einer rdumliche Translation an.

UV(t,7) = ¥(t,¥ + Ax) ist eine endliche Verschiebung in x Richtung'®.
Eine infinitesimal kleine Verschiebung um den Wert dx in 2 Richtung kann
mit Hilfe einer Taylorentwicklung dargestellt werden:

d
V'(t,7) ~ \If(t,f)+5xd—\lf(t,f) (74)
x
= (1 + 530%@) U(z, ) (75)
Hierbei wird die Ableitung nach x durch den Impulsoperator p, = —i h%

ausgedriickt.

Die endliche Verschiebung, um den Wert Az kann entsprechend als eine Rei-
he von infinitesimal kleiner Verschiebungen dx = %Am dargestellt werden:
o N . Az i .
U (t,7) =V¥(t, 7+ Ax) = lim [(1+ —}—ipm)” U(x,t) (76)
n—00 n

= liBeP) (¢, 7) = U(t, 7) (77)

Aus der Invarianz unter Translation in x-Richtung und dem Emmy-Noether
Theorem bzw. entsprechend der Argumentation in Eq. 67-73 folgt, dass die
Observable, die zu dem Generator der Transformation U gehort eine Erhal-
tungsgrofle ist. Das bedeutet die z-Komponente des Impulses p, ist erhalten.
([H,p.) = 0). Aus einer Verschiebung in beliebige Richtung kann die Erhal-
tung des Impulses, p hergeleitet werden.

Analog kann man aus der Invarianz physikalischer Beobachtung unter Rota-
tion des Koordinatensystems herleiten, dass der Drehmimpuls erhalten ist.
Aus der Invarianz unter der Transformation in der Zeit folgt entsprechend
die Erhaltung der Energie.

1OWir diskutieren hier der Einfachheit halber die Verschiebung in x-Richtung, eine Ver-
schiebung in beliebige Richtung kann analog betrachtet werden.
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4.2 Warum sind Symmetrien so interessant?

e Die Teilchenphysik ist auf der Suche nach der ”Masterformel”. Der zur
Zeit vielversprechenste Ansatz des “Models of everything” ist das Stan-
dard Model, auch wenn es einige Fragen unbeantwortet 1af3t. Deshalb
gibt es zahlreiche fundamentaleren Theorien, die versuchen diese Prob-
lem zu l6sen. Bisher sind bereits viele experimentell ausgeschlossen aber
noch jedoch keine experimentelle bestétigt worden. Die Masterformel
beschreibt alle Symmetrien und Erhaltungsgréfien, d.h. entsprechend
erhofft man sich aus dem Studium von Symmetrien und Erhaltungs-
groffen Hinweise auf die potentielle Masterformel zu bekommen, bzw.
kann potentielle Kandiaten einer Masterformel testen.

e Die Beschreibung von Wechselwirkungen in der Quantenfeldtheorie baut
auf Symmetriegruppen (sogenannten Eichgruppen auf). Dieses Konzept
wird in der Mastervorlesung Particle Physics und in der Standardmod-
ell Vorlesung ausfiihrlich diskutiert werden, geht aber iiber den Stoff
dieser Vorlesung hinaus

e Das Studium von Symmetrien in der Teilchenphysik hat in der Ver-
gangenheit bereits mehrfach entscheidende Hinweise auf physikalische
Gesetzmassigkeiten geliefert. Zum Beispiel wurden in den 50 Jahren
viele Teilchen beobachtet (Stichwort Teilchen-Zoo). Quarks waren zu
dem Zeitpunkt noch unbekannt, so dass die Physiker anfiengen die
beobachteten Teilchen nach &hnlichem (“symmetrischen”) Verhalten
zu sortiren (z. B. dhnliche Massen des Protons und des Neutrons, oder
sehr dhnliche Massen der Pionen (77, 7% 77)). Daraus ergaben sich Er-
haltungsgrofien wie der Isospin (siehe spéter).

4.3 Klassen von Symmetrien

Neben den oben diskutierten Raum-Zeit-Symmetrien, die zu Impulserhal-
tung, Drehimpulserhaltung und Energieerhaltung fiihren gibt es auch soge-
nannte inner Symmetrien. Z.B eine Phasentransformation ist eine innere
Symmetrie:

/

' (t,7) = eV (t,7) (78)
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Die Raum-Zeit Symmetrien und die Phasentransformation sind so-genannte
kontinuierliche Symmetrien. D.h. wir kénnen eine beliebig groflie Ver-
schiebung in der Zeit oder dem Ort oder in der Phase betrachten. Kontinuier-
liche Symmetrien fithren zu additiven Erhaltungsgrofien. Betrachten wir
z.B. die Reaktion a + b — 1 4 2 dann gilt Energieerhaltung, d.h.

E(a) + E(b) = E(1) + E(2) (79)
bzw. Impulserhaltung

pla) + p(b) = pla) + p(2). (80)
Die Summe der Energien im Anfangs- und Endzstand und die Summe der

Impulse bleibt erhalten.

Daneben gibt es diskrete Symmetrien, die zu multiplikativen Erhal-
tungsgroflen fithren. Das sind z.B.

e Raumspiegelung: V' (¢, %) = U(t, —7),
e Zeitumkehr: W' (¢, 7) = ¥(—t,Z) und

e Ladungskonjugation: ¢ — —¢q, aus Teilchen werden Antiteilchen und
umgekehrt.

4.4 Innere Symmetrien
4.4.1 1-D Phasentransformation
W' (t,T) = P U(t, 7) (81)

Beobachtbare Grofien sind immer mit dem Betragsquadrat der Wellenfunk-
tion verbunden. D.h. die Physik ist invariant unter einer globalen (= von
Raum und Zeit unabhéngigen) Phasentransformation. Diese scheinbar sehr
triviale Feststellung fithrt zu einer sehr fundamentalen Beobachtung, namlich
die Erhaltung von Ladung. Hier bedeutet “Ladung” nicht nur elektrische
Ladung sondern generalisierte Ladung. Die elektrische Ladung bildet gemein-
sam mit anderen simultan beobachtbaren Eigenschaften (z.B. Spin, Bary-
onennumber, Leptonenzahl, ...) einen Satz von Quantenzahlen, die den Teilchen-
zustand festlegen.

95



Der elektrische Ladungsoperator Q wird wie folgt definiert:

QU(t,7) = qU(t,7) (82)

wobei ¢ folgende Werte annimmt:
q = 1 fiir Teilchen mit einer negativen Elementarladung (z.B. Elektron)
q = -1 fiir Teilchen mit einer positiven Elementarladung (z.B. Positronen)

Analog zu Impulsoperator 14t sich auch mit Q einer Transformation U
definieren

U = ei@ (83)
angewandt auf den Zustand U (¢, ):

UU(t,Z) = e QU (t, 7) = e (¢, T) (84)

Kommutiert der Hamiltonoperator mit U:

d, .4 6. d

ma(e*m%(t, 7)) = e*meaxp(t, 7)) (85)
so ist die elektrische Ladung erhalten.

(Fiir den Beweis, dass die Erhaltung der elektrischen Ladung aus der Invar-
ianz unter einer globalen Phasentransformation folgt siehe z.B. Mark Tho-
moson, Modern Particle Physics)

Analog zum Ladungsoperator konnen weitere verallgemeinerte Ladungen (=
Quantenzahlen) eingefiihrt werden: Z.B. Leptonenzahloperator L und Bary-
onenzahloperator B was entsprechend zur Erhaltung der zugehorigen addi-
tiven Quantenzahlen fiihrt.

Leptonenzahlerhaltung

Lepton-Flavour L., L, L.
Lepton-Zahl L = L.+ L, + L,

Wenn man von Neutrinomischung (v; — v;) absieht (die m(v) # 0 voraus-
setzt und nicht im Standardmodell der Teilchenphysik beschrieben wird),
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so sind experimentelle Befunde konsistent mit Annahme der Leptonflavour-
erhaltung.

Beispiel:
o= e+ Ve + v
L, +1 0 0 +1
L. O +1 -1 0
L +1 +1

Die Leptonenzahl ist an allen Vertices aller Wechselwirkungen erhalten.
Aufgrund der Existenz von Neutrinomischung kann es aber zu leptonen-
zahlverletzenden Prozessen kommen. Fiir den Zerfall uy= — e~y wird ein
Verzweigungsverhiltnis von ca. 107°3 vorhergesagt. Die experimentellen Schranken
liegen derzeit bei 10711,

Baryonenzahlerhaltung

Die Baryonenzahl B ist definiert als:

_ng—ng

3

B (86)
wobei ¢ die Anzahl der Quarks und ¢ die Anzahl der Antiquarks sind, die in
einem Teilchen enthalten sind.

Baryonen: pluud >, nfudd >, Auds >, ... = B =+1

Antibaryonen: pluud >, n|udd >, A|uds > = B=-1

Viele Erweiterungen des Standardmodells sagen Baryonenzahlverletzung vo-

raus, das SM selbst 148t keine Baryonenzahlverletzung zu.
Jedoch gab es beim Urknall die gleiche Anzahl von Baryonen und Antibary-
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onen. In unserem heutigen Materie dominierten Universum beobachten wir
aber einen Uberschuss an Protonen + Neutronen (Materie). D.h. es muf
Baryonenzahlverletzung geben!

Experimentell wird die Baryonenzahlerhaltung z. B. durch die Suche nach
dem Protonzerfall getestet. Da das Proton das leichteste Baryon ist kann es
nur unter Verletzung der Baryonzahlerhaltung zerfallen. Zum Beispiel:

p—al+et (verletzt B und L)

Das derzeitige Limit auf diesen Zerfall ist 7(p) > 10%? Jahre

4.4.2 2-D Phasentransformation

Wiederholung: Spin fiir nicht relativistische Fermionen (z.B. e, Quarks)

2-D Spinor U (¢,7) = ( Z ) W (t, T)
Spin-Up Fermion: ¥ (¢, %) = ( (1) ) Uy (t, )
Spin-Down Fermion: U (¢, %) = (1) Uy (t, 7)

Ohne &duBeres B-Feld sind Spin-up und Spin-down Fermionen nicht un-
terscheidbar.

= Invarianz unter Rotation (Phasentransformation) im Spin-Raum

U(t,7) = U(t,7) = UV(t,3) =U ( Z ) Wy (t, 7)

mit U = e’

wobei ¢ = (0,,0,,0,) die Pauli-Matrizen sind.
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Spin fiir zusammengesetzte Systeme am Beispiel Positronium (gebun-
dener eTe™ Zustand)

Gesamtspin: J = 1 Triplett

J, = 1: 1> (87)

%u > 4 11> (38)

Jo= -1 |{> (89)

Gesamtspin: J=0 Singulett

%u > | 11>) (90)

J, = 0:
In der oben gegebenen Schreibweise bezeichnet der erste Pfeil die Spinori-
entierung (z-Komponente) des ersten Teilchens (Elektrons) und der zweite
Pfeil die Spinorientierung des zweiten Teilchens (Positron). Alternativ wer-
den Spinzustinde auch mit |J,J, > bezeichnet. Die Triplettzustiande sind
symmetrisch gegen Vertauschung von Elektron und Positrion (1 < 2).
Der Singulettzustand ist antisymmetrisch gegen Vertauschung.

Starker Iso-Spin

Der Starke Iso-Spin wurde von Heisenberg fiir Protonen und Neutronen
eingefiithrt. Fiir die starke Wechselwirkungen erscheinen beide Teilchen als
zwei verschiedene Zustédnde des gleichen Teilchens (Nukleon). Das Konzept
macht nur Sinn, wenn die EM Wechselwirkung ignoriert wird und m(p) ~
m(n) (was erfiillt ist).

(2) ()

p = [1/2,1/2> (91)
n o= [1/2,-1/2 > (92)
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In dieser Schreibweise bezeichnet die erste Komponente den gesamt Isospin
I und die dritte Komponente, die z-Komponente des Isospins I,. Das Pro-
ton und Neutron bilden ein Isospindoublett. Die Notation entspricht der des
Spins, jedoch wird hier nicht der Spinraum sondern der Isospinraum betra-
chtet. Auch wenn die beiden Systeme mathematisch gleich behandelt wer-
den, ist Isospin kein Drehimpuls sondern eine unabhéngige Quantenzahl der
Teilchen.

Die starke Wechselwirkung ist invariant unter Rotation im Isospin-Raum,
d.h. die starke WW erhélt den Isospin.

Ahnlich zu dem Doublett (p, n) kann man die drei Pionen 7t = [ud >
0 = \% (Jut > +|dd >) und 7~ = |ud > als Isospin-Triplett auffassen.

o= 11> (93)
= |1,0> (94)
T = |1, -1> (95)

Aus Symmetriegriinden muss es auch Singulett-Zustand geben: n = \/Li (]uﬂ > —|dd >)
Isospin fiir zusammengesetzte Systeme:

Triplett-Zustand [ = 1:

Iy=1 : |pp> (96)
1

I3 =0 : —(|pn > +|np > 97

3 ﬂ(lp Inp >) (97)

Iy=—1 : |nn> (98)

Singulett-Zustand I = 0:

L—0: %(|pn> —lnp ) (99)

(Im Gegensatz zum Spin/Drehimpuls redet man von der dritten Komponente
I3 und nicht von der z-Komponente).
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Totale Wellenfunktion eines 2-Nukleonensystems:

\Iltot = (I)Raum * A Spin * Xisospin

Die Gesamtwellenfunktion ist das Produkt aller Wellenfunktionen, der fiir

das Teilchen relevanten Quantenzahlen.

Nukleonen sind Fermionen, d.h. die Gesamtwellenfunktion eines 2-Nukleonensystems
muss antisymmetrisch sein.

Deuteron d ist Kombination aus p und n, Spin J = 1, rel. Drehimpuls 1
= 0 (Grundzustand)

D Raum: sym. wegen 1 = 0

Qspin: Sym. wegen J = 1

daraus folgt dass y;s, antisymmetrisch sein muss — |/, I, >= (0,0 >
= |d>=|I=0,I. =0>= J5(|np > —[pn >)

Isospinerhaltung der starken WW

[sospinerhaltung wird oft benutzt um Wechselwirkungsraten zu vergleichen.
z.B. die beiden Reaktionen p+p — d+ 7" und p+n — d + 7

p + p = d + 7t

(1) 1T 1/2 1/2 0 1
Iy +1/2 +1/2 0 +1
p + n = d + 7
SW(2) I 1/2 1/2 0 1
Iy +1/2 -1/2 0 0

p + n kénnen zu |I = 1,13 = 0 > oder zu |l = 0,13 = 0 > koppeln.
Jedoch nur fiir T = 1 Zustand ist die Reaktion moglich. D.h. in 50% der Fille
koppeln p und n zu einem Isospinzustand der die Reaktion nicht erlaubt. D.h
die Reaktion (2) ist nur halb so wahrscheinlich wie die Reaktion (1)

Bemerkung:

e Isospin Symmetrie ist fiir EM WW nicht anwendbar q(p) # q(n)

HUnter der richtigen Annahme, dass alle Isospinzustinde gleich wahrscheinlich sind.
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e Isospin ist in der schwachen WW verletzt (mehr dazu spéter in der
Vorlesung)

e Das Konzept des starken Isospins stammt aus der Zeit in der Quarks
noch nicht bekannt waren. Heute benutzt man statt dessen oft Quarkflavour-
Quantenzahlen: U, D, C, S, T, B
Diese QZ sind jeweils 1 fiir die entsprechend Quarks und -1 fiir die
zugehorigen Antiquarks. Ein v Quark hat den Isospin [1/2,1/2 > ein
d Quark den Isospin |1/2,—1/2 > alle anderen Quarks haben keinen
Isospin. Die starke + EM WW erhalten den Quarkflavour. Die schwache
WW verletzt auch diese QZ.

4.5 Diskrete Transformationen (multiplikative QZ)

P: Raumspiegelung T — —x
T: Zeitumkehr t— —t
C: Ladungskonjugation q— —q

4.5.1 Raumspiegelung

Die zweimalige Raumspieglung fithrt zur Identitét.

P*U(t, &) = mV(t,7) = V(t,7) (100)
D.h. die Eigenwert des Paritdtsoperators 7, kénnen nur & 1 sein
Beispiel EM Ubergiinge:

Das Problem wird beschrieben durch ein rotationssymmetrisches Potential,
d.h. die Lésungen haben die Form W (1,0, ¢) = R(r) Y™ (0, ¢)

Paritatstransformation:

r—=r
0 -0+
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