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Grundlagen



Was sind statistische Tests?

Grundlegende Problemstellung der Physik:
Untersuchung von Hypothesen anhand aufgenommener Daten

Es existieren zu einem Datenset zumindest zwei Hypothesen:

- Nullhypothese Hq: Grundannahme. Wird erst bei ausreichend
geringer Wahrscheinlichkeit falsch zu liegen verworfen

- Alternativhypothese Hq: Die Hypothese, die man testen mochte.
Bei entsprechend Uberzeugender Sachlage wird sie
angenommen.

Was heilst das? Braucht Quantifizierung, anhand man entscheidet ob
Ho widerlegt = Teststatistik t mit Verteilung g(t|H)
= Wahle kritischer Punkt t. mit Hinblick auf mogliche Fehler



Was sind statistische Tests?

Typ | Fehler: Ablehnung von Hg

obwohl wahr. Wahrscheinlichkeit:

g(t“‘/o)dt =«
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-« wird Test size genannt
= sollte klein sein

Typ Il Fehler: Annahme von Hg
obwohl falsch. Wahrscheinlichkeit:

te[

g(t|Hq)dt = g

— 00

- 1— 8 wird Test power genannt
= sollte grof3 sein

2 &

R A A

g(t=N|H0) background only
t

Figure 1: Darstellung von «

g(t:N\H1) signal+background

Figure 2: Darstellung von 3



Was sind statistische Tests?

Der Testverlauf:

- Definiere Hy und H,
- Wahle Teststatistik t und bestimme dessen Verteilung g(t|Ho)
- Wahle size o mit Hinblick auf Typ | und Typ Il Fehler
= ofta = 0.05
- Bestimme t aus den observierten Daten
= verwerfe Hy falls typs > te
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Figure 3: Beispiel Anwendung fur
statistische Tests: Signal Uber _
Background 20

Candidates / (5 MeV/c? )

1 1 L) Sl 1
3500 3550 3600 3650 3700
m(EFm") [MeV/c?]



Was sind statistische Tests?

Noch ein verwandtes Konzept: p-Wert

oo

p= g(t|H)dt

tobs

- Quantifiziert, wie wahrscheinlich, das H durch statistische
Fluktuation verworfen

- Sind Wahrscheinlichkeiten fur Schwanz der Teststatistik
= Vergleich mit Normalverteilungs-Schwanz ergibt Signifikanz Z

Z=¢""(1-p), ®:CDF Normalverteilung
In High Energy Physics:

- Hinweis/Evidence: Z=3 o (p < 0.00135)
- Observation: Z=50 (p < 2.867 x 1077)



Statistische Tests in ROOT



In ROOT implementiert als TH1::Chi2Test
Charakteristik:

- Oft Prufe ob zwei Histogramme der selben Verteilung folgen

- Fur diskrete und kontinuierliche Verteilungen verwendbar

- Ergebnis von Binweite abhangig

- Gilt fur hohe ANzahl an Elementen

- Gibt einen p-Wert aus, an dem man Signifikanz Z festlegen kann
- p-Wert aus allgemeiner x? Funktion berechnet:

o O: — E: 2
Test Statistik x> = Z %
1

- Mit O;: gemessener Wert, E;: Erwartungswert, in Bin i

Im folgenden Prozedur fur zwei nicht gewichtete Histogramme erklart



- Gesamtanzahl an Elementen in jeweiligen Histogrammen
gegeben durch

r r
NZZI’I,‘ M:Zm,-
i=1 i=1

- Annahme: Die Histogramme folgen der gleichen Verteilung
= Wahrscheinlichkeiten fur Event in Bin i zu sein p; sind fur
beide Histogramme gleich und es gilt:

,
ZP/' =1
i=1

- Die Verteilungen auf die Bins folgen Poisson:

e_Npl(Np/.)n/ e_MDr(Mpi)ml
n;! m; !



- Die durch die Daten gegebenen erwarteten
Binwahrscheinlichkeiten p; sind:

ni + m;

N+M

pi =
- Ist der sog. maximum likelihood estimator
(mehr dazu spater in der Vorlesung)
- Einsetzen der Terme der Histogramme in allgemeine x? Form:

r

Mn
=y o tP) +z z*

i=1

- Folgt einer x2_, Verteilung (fir viel Statistik)



Kolmogorov-Smirnov-Test

In ROOT implementiert als TH1::Kolmogorov

Charakteristik:

- Kann wie der x?-Test dazu genutzt werden, um zu tberprifen,
ob zwei Verteilungen equivalent sind
= Zuverlassiger als x?-Test flir wenig Statistik

- Nur fur kontinuierliche Verteilungen
- FUr binned und unbinned Daten implementiert

- Binned Data: Positiver Bias
= Sinkt mit hoher Binzahl



Kolmogorov-Smirnov-Test
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- Gegeben: N Datenpunkte, von Z osl.
klein nach groB sortiert :
[=]
- Basiert auf Empirischen c 08
Verteilungsfunktionen (ECDF): £ 04
: g
B = n(i) G 02
' N
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- n(i): Anzahl an Punkten
kleiner als Punkt Y;

Figure 4: Beispiel der ECDF

- Teststatistik: D = supj|Fxn(Y;) — Fy.m(Yi)|
- Ho: gleiche Verteilung abgelehnt, falls ...
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Anderson-Darling-Test

Implementiert als: TH1:AndersonDarlingTest

Charakteristik:

- Modifizierung des Kolmogorov-Smirnov-Test
- Gewichtet die Funktionsauslaufer starker

- Kritischer Wert abhangig von Verteilung (fir 1 Sample)
= Vorteil: Test sensitiver

= Nachteil: Wert muss fur alle Verteilungen berechnet werden

- Nur fur kontinuierliche Verteilungen

1



Anderson-Darling-Test

Test Statistik:

- Fur N Datenpunkte Yy, M Datenpunkte Xy und dem kombinierten
Sample Zyyn sortiert von niedrig zu hoch

N-+M
1

1
_ 2
=M E(N/Z(N-HVI—/')) Z
=

A -
(N+M—i)

- N;: Anzahl Punkte in Yy, die kleiner als der i-te Wert in Zy,u)
- Kritischer Wert abhangig von N, M und test size «

N | MJ]a=001|a=005|a=010
00 | 00 3.857 2.492 1.933

Table 1: Kritischer Wert um fur Normalverteilung zu testen



Ubungsaufgabe




Ubungaufgabe

1. Lade die 1000 Events von Daten.txt herunter
(https://github.com/MMorgenthaler/ROOT_Marks)

2. Welche der folgenden Verteilungen folgen die Daten?

- Normalverteilung [TRandom:Gaus(mean = 0., sigma = 1.)]
- Landau-Verteilung [TRandom:Landau(mu = 0., sigma = 1.)]
- Exponential-Verteilung [TRandom:Exp(tau = 1.)]

Anmerkungen:
Benutze folgende Optionen:

- Chi2Test: "UUCHI2"
- KolmogorovTest: "M”
- AndersonDarlingTest: "T"

Benutze den kritischen Wert fiir Normalverteilungen
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Back-Up: p-Wert
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Figure 5: Darstellung des p-Werts



Back-Up: Estimator eines Poisson

Likelihood Funktion des Poisson:
! 1
LOX; X1, ey X)) = H exp (fA)X—I_!/\X'
Log-Likelihood Funktion des Poisson:
N N
(X X1, Xw) = =NA =) In (i) + In(2) Y x;
i=1 i=1

Maximum Likelihood Estimator:

N

5\/\/ = %ZX»'

=1



	Grundlagen
	Statistische Tests in ROOT
	Übungsaufgabe

