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Zusammenfassung. Schon in der Schule lernt man, Quersummen zu berechnen. Was
passiert, wenn von einer Quersumme wieder die Quersumme gebildet wird und so weiter?
Ist diese iterierte Quersumme in einem gewissen Sinne additiv, gilt also, dass die Quer-
summe einer Summe gleich der Summe der Quersummen ist (nach eventuell nochmaliger

Quersummenbildung)? Diese Frage wird im vorliegenden Artikel beantwortet.

Iterierte Quersumme einer Summe

Die Quersummenbildung Q(n) kann iteriert werden:

Der Grenzwert Q*°(n) := klim Q% (n) existiert [PS].
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Wir formulieren die Additivitatseigenschaft als folgenden

Satz 1. Seien n,m € N. Dann gilt
Q¥ (n+m)=Q>(Q%(n) +Q>(m)). (1)

Zum Beweis benutzen wir eine Charakterisierung der iterierten Quersumme (Q°°(n)
aus |PS| und zwei Eigenschaften der Kongruenzrelation, was jeweils im Anhang bewiesen
wird.

Wir verwenden den

Satz 2. (Charakterisierung der iterierten Quersumme Q°°(n)).

Sein € N. Dann gilt

1<Q*(n) <9 (2)
Q>*(n) =n mod 9. (3)

Durch die Eigenschaften (2) und (3) ist Q°°(n) eindeutig bestimmit.
Bemerkung. Will man @Q°°(n) berechnen, dann muss man nicht die Quersumme wie-

derholt bilden, sondern driickt n aus als
n=k-9+rmitl1 <r<9.

Dann ist Q°°(n) = r. (Es ist eine Art Division durch 9 mit Rest, allerdings so, dass der

Rest mindestens 1 ist).



Aufserdem gilt allgemein fiir die Kongruenzrelation

a=ad mod m,b=V mod m = a+b=d +b modm, (4)
und die Kongruenzrelation ist transitiv

a=bmod mund b=cmod m=a=cmodm. (5)
Beweis von Satz 1. Wir betrachten die linke Seite von (1) unter Verwendung von (3):
Q*(n+m)=n+mmod 9.
Fiir die rechte Seite von (1) gilt wegen (3) und (4)
Q*(n) +Q>*(m) =n+m mod 9.
Weiterhin ist wegen (3) und (5)
Q*(Q*®(n)+Q*(m)) =n+m mod 9.

Wegen (2) sind beide Seiten sogar gleich (vergleiche auch die Bemerkung zu Satz 2). []



ANHANG
Beweis der Charakterisierung der iterierten Quersumme Q*°(n) nach |PS]:

Beweis von (2). (,Bei wiederholter Quersummenbildung wird diese irgendwann einstel-
lig").
Die Zahl n € N habe die Zifferdarstellung . .. eseqeq, also

n:€0—|—€1'10+€2-102—|—... .
Sei Q(n) die gewdhnliche Quersumme von n. Dann ist
n=ey+e-10+e9-10%+ ... >egt+ept+er+---=Q(n).

Also ist n > Q(n). Fiir n > 10 ist sogar n > Q(n) (weil es dann einen Index j > 1 gibt,
so dass e; # 0). Wegen Q(Q>(n)) = Q> (n) folgt

Q®(n) <9.
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Beweis von (3). (,Eine Zahl n und die iterierte Quersumme Q°°(n) lassen bei Division
durch 9 jeweils denselben Rest”).

Mithilfe der Zifferndarstellung von oben haben wir

n—Q(n):eo+61-10+62-102+---—(60—1—61—1—62—1—...)
=e1-94+e-99+ ...
=0 mod9.

Also ist
n=Q(n) mod9.

Daraus folgt Q(n) = Q(Q(n)) mod 9. Andererseits ist Q(n) = n mod 9, also

n=Q((Q(n)) mod9.

Iteration des Ganzen fithrt zu (3). Die Zahl r ist eindeutig, denn gébe es r1 und 7,
r1 > ro mit der Eigenschaft, dann ist r; — ro < 9 und durch 9 teilbar, also r; — ro = 0.
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Fiir den Beweis der Addivitdt und der Transitivitdt der Kongruenzrelation erinnern wir
an

p=qmod m< Ik € Ngmit (¢—p)=k-m.



Beweis von (4).

Zu zeigen:

a=ad modm,b=bV modm=a+b=d +V mod m.

Es gilt

Jk € Ng mit (¢’ —a) =k-m
k' e Ngmit (' —b) =k -m
= ((d+bV)—(a+b)=(k+k) m

sa+b=d +VY modm.
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Beweis von (5).
Zu zeigen:
a =bmod m und b =cmod m = a =cmod m.
Es gilt
JdkeNgmit (b—a)=k-m
k' € Ng mit (c—b) =k -m
= (c—a)=(k+k)-m
& a=cmod m.
U
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