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य़FQSPEVDUJPO DSPTT TFDUJPOT PG PQFO IFBWZ�BWPVS IBESPOT JO QSPUPO�QSPUPO DPMMJTJPOT
BSF UZQJDBMMZ EFTDSJCFE XJUIJO UIF GBDUPSJTBUJPO BQQSPBDI BT B DPOWPMVUJPO PG UIF QBSUPO
EJTUSJCVUJPO GVODUJPOT PG UIF JODPNJOH QSPUPOT UIF QFSUVSCBUJWF 2$% QBSUPOJD DSPTT TFD�
UJPO BOE UIF GSBHNFOUBUJPO GVODUJPOT XIJDI BSF UZQJDBMMZ QBSBNFUSJTFE GSPN NFBTVSF�
NFOUT JO F+F− DPMMJTJPOT� य़F GSBHNFOUBUJPO GVODUJPOT BSF BTTVNFE UP CF VOJWFSTBM GPS
BMM DPMMJTJPO TZTUFNT� य़VT NFBTVSFNFOUT PG DIBSN�CBSZPO QSPEVDUJPO JO QSPUPO�QSPUPO
	QQ
 BOE QSPUPO�MFBE 	Qۗ1C
 DPMMJTJPOT BSF DSVDJBM UP TUVEZ UIF DIBSN RVBSL IBESPOJTBUJPO
BOE B QPTTJCMF EJFSFODF XJUI SFTQFDU UP F+F− DPMMJTJPOT� 'VSUIFSNPSF NFBTVSFNFOUT
PG DIBSN�CBSZPOT JO Qۗ1C DPMMJTJPOT QSPWJEF JNQPSUBOU JOGPSNBUJPO BCPVU $PME /VDMFBS
.B॒FS 	$/.
 FFDUT� य़FZ IFMQ UP VOEFSTUBOE IPX UIF QPTTJCMF QSFTFODF PG DPMMFDUJWF
FFDUT DPVME NPEJGZ UIF QSPEVDUJPO PG IFBWZ�BWPVS IBESPOT BOE UP FYQMBJO TJNJMBSJUJFT
PCTFSWFE BNPOH QQ Qۗ1C BOE 1Cۗ1C TZTUFNT�
*O UIJT UIFTJT UIF MBUFTU NFBTVSFNFOU PG UIF Λ+

D CBSZPO BOE JUT DIBSHF DPOKVHBUF QFS�
GPSNFE XJUI UIF "-*$& EFUFDUPS BU NJESBQJEJUZ JO Qۗ1C DPMMJTJPOT BU √s// = 5.02 5F7
JT QSFTFOUFE VTJOH UIF IBESPOJD EFDBZ DIBOOFM Λ+

D → Q,0
4� Λ+

D DBOEJEBUFT BSF SFDPO�
TUSVDUFE JO UIF USBOTWFSTF NPNFOUVN SBOHF 0 < p5 < 24(F7�c FNQMPZJOH GPS UIF STU
UJNF UIF ,'1BSUJDMF TPॏXBSF QBDLBHF� *U BMMPXT BO BEWBODFE SFDPOTUSVDUJPO PG QBSUJDMF
EFDBZT BOE IFMQT UP TUSPOHMZ JODSFBTF UIF TJHOJDBODF� य़F TJHOBM JT FYUSBDUFE VTJOH BO
JOWBSJBOU NBTT BOBMZTJT BOE B TFMFDUJPO JT BQQMJFE PO UIF DBOEJEBUF EFDBZ UPQPMPHZ BOE
QBSUJDMF JEFOUJDBUJPO JOGPSNBUJPO VTJOH UIF FTUBCMJTIFE NBDIJOF MFBSOJOH UPPM 9(#PPTU�
य़F p5�EJFSFOUJBM DSPTT TFDUJPO BOE UIF Λ+

D /%0 SBUJP BSF NFBTVSFE EPXO UP p5 = 0 BT
XFMM BT UIF OVDMFBS NPEJDBUJPO GBDUPS RQ1C� *U IBT CFFO GPVOE UIBU UIF Λ+

D /%0 SBUJP
BU NJESBQJEJUZ JO TNBMM TZTUFNT JT TJHOJDBOUMZ IJHIFS UIBO UIF POF JO F+F− DPMMJTJPOT
TVHHFTUJOH UIBU UIF GSBHNFOUBUJPO PG DIBSN JT OPU VOJWFSTBM BDSPTT EJFSFOU DPMMJTJPO
TZTUFNT�





;VTBNNFOGBTTVOH

%FS 1SPEVLUJPOT�8JSLVOHTRVFSTDIOJ॒ WPO )FBWZ�'MBWPVS )BESPOFO JO 1SPUPO�1SPUPO
	QQ
 ,PMMJTJPOFO XJSE UZQJTDIFSXFJTF BMT 'BMUVOH EFS 1BSUPOWFSUFJMVOHTGVOLUJPO EFS LPM�
MJEJFSFOEFO 1SPUPOFO EFT8JSLVOHTRVFSTDIOJ॒T EFS 1BSUPOFO VOE EFS 'SBHNFOUJFSVOHT�
GVOLUJPO JO )BESPOFO CFTDISJFCFO� -FU[UFSF XJSE OPSNBMFSXFJTF NJU .FTTVOHFO BVT
&MFLUSPO�1PTJUSPO ,PMMJTJPOFO QBSBNFUSJTJFSU VOUFS EFS "OOBINF EBTT EJF 'SBHNFO�
UJFSVOH HMFJDI JTU JO BMMFO ,PMMJTJPOTTZTUFNFO� 6NN¶HMJDIF 6OUFSTDIJFEF [XJTDIFO F+F−

VOE QQ PEFS 1SPUPO�#MFJ 	Qۗ1C
 ,PMMJTJPOFO CFJ EFS )BESPOJTBUJPO [V VOUFSTVDIFO TJOE
.FTTVOHFO JO EJFTFO ,PMMJTJPOTTZTUFNFOXJDIUJH� %BS¼CFS IJOBVT HFCFO.FTTVOHFO WPO
#BSZPOFO NJU $IBSN JO Qۗ1C ,PMMJTJPOFO "VGTDIMVTT ¼CFS &FLUF EJF EVSDI EJF ,PMMJ�
TJPO NJU FJOFN TDIXFSFO ,FSO BOTUB॒ FJOFT 1SPUPOT IFSWPSHFSVGFO XFSEFO� "V�FSEFN
US¤HU EFS 7FSHMFJDI WFSTDIJFEFOFS ,PMMJTJPOTTZTUFNF EB[V CFJ �IOMJDILFJUFO [XJTDIFO
TPMDIFO 4ZTUFNFO [V OEFO� &JO #FJTQJFM EB¼S JTU EJF 'SBHF PC BVDI JO LMFJOFSFO 4ZTUF�
NFO LPMMFLUJWF &FLUF CFPCBDIUFU XFSEFO L¶OOFO�
*O EJFTFS "SCFJU XJSE EJF .FTTVOH EFT Λ+

D #BSZPOT NJU EFN "-*$& %FUFLUPS JO 1SPUPO�
#MFJ ,PMMJTJPOFO CFJ FJOFS 4DIXFSQVOLUTFOFSHJF WPO √

s// = 5.02 5F7 QS¤TFOUJFSU� 6O�
UFSTVDIU XJSE EFS IBESPOJTDIF ;FSGBMMTLBOBM Λ+

D → Q,0
4 XPCFJ EJF 3FLPOTUSVLUJPO ¼S

5SBOTWFSTBMJNQVMTF EFT #BSZPOT JN #FSFJDI [XJTDIFO 0 < p5 < 24(F7�c CFUSBDIUFU
XJSE� ,BOEJEBUFO XFSEFO BVGHSVOE JISFS ;FSGBMMTUPQPMPHJF VOE 5FJMDIFOJEFOUJLBUJPO
TFMFLUJFSU� )JFSCFJ XJSE EFS "MHPSJUINVT 9(#PPTU JN ;VHF NBTDIJOFMMFO -FSOFOT WFS�
XFOEFU VOE NJ॒FMT FJOFS "OBMZTF EFS JOWBSJBOUFO .BTTF XJSE EBT 4JHOBM FYUSBIJFSU�
%VSDI EJF 7FSXFOEVOH EFT 4PॏXBSFQBLFUT ,'1BSUJDMF ¼S EJF 3FLPOTUSVLUJPO EFT Λ+

D

#BSZPOT JTU FT N¶HMJDI FJOFO p5�EJFSFOUJFMMFO 1SPEVLUJPOTRVFSTDIOJ॒ FJO #BSZPO�[V�
.FTPO 7FSI¤MUOJT VOE FJOFO OVLMFBSFO .PEJLBUJPOTGBLUPS CJT [V OJFESJHFO *NQVMTFO
p5 = 0 [V NFTTFO� %BT 7FSI¤MUOJT Λ+

D /%0 JTU IJFSCFJ TJHOJLBOU I¶IFS BMT JO F+F− ,PMMJ�
TJPOFO XBT FJOF OJDIU VOJWFSTFMMF 'SBHNFOUJFSVOH WPO $IBSN WFSNVUFO M¤TTU�
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� *OUSPEVDUJPO

य़F QVSQPTF PG IJHI�FOFSHZ OVDMFVT�OVDMFVT DPMMJTJPOT BU UIF -)$ JT UP QSPEVDF BOE JO�
WFTUJHBUF TUSPOHMZ JOUFSBDUJOH NB॒FS VOEFS FYUSFNF DPOEJUJPOT MJLF IJHI UFNQFSBUVSFT
BOE FOFSHZ EFOTJUJFT� फ़BSLT BOE HMVPOT BSF UIF FMFNFOUBSZ CVJMEJOH CMPDLT PG OVDMFBS
NB॒FS BOE UIF TUSPOH JOUFSBDUJPO CFUXFFO UIFN JT EFTDSJCFE CZ UIF फ़BOUVN $ISPNP�
EZOBNJDT 	2$%
 FME UIFPSZ� 6OEFS FYUSFNF DPOEJUJPOT 2$% QSFEJDUT B QIBTF USBOTJUJPO
GSPN UIF IBESPOJD TUBUF XIFSF RVBSLT BSF DPOOFE UP IBESPOT UP B DPMPVS EFDPOOFE
NFEJVN DBMMFE UIFफ़BSL�(MVPO 1MBTNB 	2(1
 JO XIJDI RVBSLT BSF DPOTJEFSFE GSFF BOE
NPWF PWFS EJTUBODFT MBSHFS UIBO UIF TJ[F PG B OVDMFPO� 4VDI B IJHI�UFNQFSBUVSF TUBUF PG
NB॒FS FYJTUFE B GFX NJDSPTFDPOET BॏFS UIF #JH #BOH BOE B 2(1 JT TVHHFTUFE UP FYJTU
UPEBZ JO UIF DPSF PG OFVUSPO TUBST BU IJHI FOFSHZ EFOTJUJFT <৻>�
य़JT DIBQUFS HJWFT B TIPSU JOUSPEVDUJPO JOUPफ़BOUVN $ISPNPEZOBNJDT 	2$%
 UIF GVO�
EBNFOUBM UIFPSZ PG UIF TUSPOH JOUFSBDUJPO� य़F QSPWJEFE JOGPSNBUJPO JT NBJOMZ TVN�
NBSJTFE GSPN DIBQUFS ৻৻ BOE ৻৾ PG SFGFSFODF <ৼ>� य़JT TFDUJPO XJMM BMTP FYQMPSF UIF EJG�
GFSFOU QIBTFT PG TUSPOHMZ JOUFSBDUJOH NB॒FS BOE FYQMBJO VOEFS XIJDI DPOEJUJPOT UIF
TUBUF PG UIF फ़BSL�(MVPO 1MBTNB JT FYQFDUFE� य़F MBTU QBSU PG UIJT DIBQUFS XJMM GPDVT PO
POF QBSBNFUFS SFHJNF PG UIF 2$% QIBTF EJBHSBN UIBU JT FYQFSJNFOUBMMZ BDDFTTJCMF XJUI
IFBWZ�JPO DPMMJTJPOT BU UIF -)$� 'VSUIFSNPSF JU XJMM CF FYQMBJOFE IPX UIF JOWFTUJHBUJPO
PG DIBSNFE IBESPOT IFMQT UP QSPCF EJFSFOU NPEFMT PG IBESPO GPSNBUJPO�

��� BOUVNࢀ $ISPNPEZOBNJDT

फ़BOUVN $ISPNPEZOBNJDT JT UIFफ़BOUVN 'JFME य़FPSZ PG UIF TUSPOH JOUFSBDUJPO� य़F
DPOTFSWFE DIBSHF PG UIJT UIFPSZ JT DBMMFE ۠DPMPVS ۡ XJUI UIF UISFF DPMPVST SFE 	S
 CMVF
	C
 BOE HSFFO 	H
� 2$% JT JOWBSJBOU VOEFS MPDBM 46	3
c QIBTF USBOTGPSNBUJPOT BOE UIJT
TZNNFUSZ HSPVQ IBT FJHIU HFOFSBUPST F a = 1

2λ
a 	a = 1, 2, ..., 8
 SFMBUFE UP UIF (FMM�

.BOO NBUSJDFT λa� य़FZ DBO CF BTTPDJBUFE UP UIF FJHIU HMVPOT XIJDI BSF UIF NFEJBUPST
PG UIF TUSPOH JOUFSBDUJPO� य़F HMVPOT BSF NBTTMFTT WFDUPS HBVHF CPTPOT DBSSZJOH B DPMPVS
BOE BO BOUJ�DPMPVS� " TJOHMF DPMPVS DIBSHF JT DBSSJFE CZ UIF RVBSLT PG XIJDI UIFSF FYJTU
UISFF HFOFSBUJPOT BOE XIJDI BSF MBCFMMFE CZ UIF BWPVST VQ 	V
 EPXO 	E
 TUSBOHF 	T

DIBSN 	D
 CFBVUZ 	C
 BOE UPQ 	U
� य़F RVBSLT BSF DIBSBDUFSJTFE CZ UIFJS NBTT BOE CZ UIFJS
DPOTFSWFE DIBSHFT� य़F 2$% -BHSBOHJBO EFOTJUZ JT EFOFE BT <ৼ>�

L2$% = q̄fi (iγµD
µ
ij −mfδij)q

f
j − 1

4
Gµν

a Ga
µν , 	৻�৻


৻
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XJUI UIF RVBSL FME qfi PG DPMPVS DIBSHF i BWPVS f  BOE NBTT mf � Dµ
ij JT UIF DPWBSJBOU

EFSJWBUJWF BOEGµν
a JT UIF HMVPO FME TUSFOHUI UFOTPS� य़F STU UFSN PG FRVBUJPO ৻�৻ JT UIF

EJSBD UFSN XIJDI FODPEFT UIF EZOBNJDT PG UIF RVBSL FMET� य़F DPWBSJBOU EFSJWBUJWF

Dµ
ij = δij∂

µ + igs

(
λa
ij

2

)
Gµ

a , 	৻�ৼ


DPVQMFT UIF HMVPO FMEGµ
a UP UIF RVBSLT XJUI UIF DPVQMJOH TUSFOHUI gs� य़F TFDPOE UFSN

EFTDSJCFT UIF EZOBNJDT PG HMVPOT XJUI UIF HMVPO FME TUSFOHUI UFOTPS�

Ga
µν = ∂µG

a
ν − ∂νG

a
µ + igsfabcG

b
µG

c
ν , 	৻�৽


XJUI fabc CFJOH UIF TUSVDUVSF DPOTUBOUT� 4JODF UIF HFOFSBUPST PG UIF 46	3
c TZNNFUSZ
HSPVQ EP OPU DPNNVUF 	[F a, F b] = ifabcF c $= 0
 2$% JT B OPO�"CFMJBO HBVHF UIFPSZ
BMMPXJOH BO JOUFSBDUJPO CFUXFFO RVBSLT BOE HMVPOT CVU BMTP HMVPO TFMG�JOUFSBDUJPOT� य़F
HMVPO TFMG�JOUFSBDUJPO JT DPOUBJOFE JO UIF MBTU UFSN JO FRVBUJPO ৻�৽�
" DPOTFRVFODF PG UIF HMVPO TFMG�JOUFSBDUJPO BSF IJHIFS PSEFS MPPQ EJBHSBNT XIJDI MFBE
UP UIF GBDU UIBU UIF TUSPOH DPVQMJOH DPOTUBOU αs FWPMWFT XJUI NPNFOUVN USBOTGFSQ2 <৽>�

αs =
g2s
4π

=
αs(µ2)

1 + αs(µ2)33−2nf

12π MO Q2

µ2

, 	৻�৾


XJUI UIF SFOPSNBMJTBUJPO TDBMF µ XIJDI JT BO BSCJUSBSZ SFGFSFODF TDBMF BOE UIF OVNCFS
PG BWPVST nf � य़F EFQFOEFODF JT TIPXO JO 'JH� ৻�৻� "U TNBMM NPNFOUVN USBOTGFS
	Q ≈ 1(F7
 PS MBSHF EJTUBODFT αs JT PG O(1)� *O UIJT SFHJNF RVBSLT BSF TUSPOHMZ CPVOE
JOUP IBESPOT MJLF NFTPOT DPOUBJOJOH B RVBSL BOE BO BOUJ�RVBSL PS CBSZPOT DPOUBJOJOH
UISFF RVBSLT� य़JT QIFOPNFOPO JT UIF STU JNQPSUBOU DPODFQU PG 2$% BOE JT DBMMFE
DPMPVS DPOOFNFOU XIJDI TUBUFT UIBU DPMPVSFE PCKFDUT BSF BMXBZT DPOOFE UP DPMPVSMFTT
TJOHMFU TUBUFT BOE POMZ DPMPVS OFVUSBM PCKFDUT DBO QSPQBHBUF BT GSFF QBSUJDMFT� य़FSFGPSF
RVBSLT DBOOPU CF PCTFSWFE BT GSFF QBSUJDMFT� "U TNBMM EJTUBODFT PS MBSHF NPNFOUVN
USBOTGFS 	Q > 100(F7
 αs ≈ 0.1� य़JT SFHJNF JT DBMMFE BTZNQUPUJD GSFFEPN XIFSF
RVBSLT BOE HMVPOT DBO CF DPOTJEFSFE GSFF BOE QFSUVSCBUJWFफ़BOUVN $ISPNPEZOBNJDT
	Q2$%
 DBMDVMBUJPOT CFDPNF BQQMJDBCMF�

ৼ
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'JHVSF �ࢬ�ࢬ 4VNNBSZ PG NFBTVSFNFOUT PG αs BT B GVODUJPO PG UIF FOFSHZ TDBMF Q�
'JHVSF UBLFO GSPN <৾>�

��� BSL�(MVPOࢀ 1MBTNB

%FQFOEJOH PO UIF NPNFOUVN USBOTGFS JO BO JOUFSBDUJPO UIF QSPQFSUJFT PG UIF TUSPOHMZ
JOUFSBDUJOH NB॒FS DBO CF WFSZ EJFSFOU� य़JT JT B DPOTFRVFODF PG UIF MBSHF WBSJBUJPO PG
UIF TUSPOH DPVQMJOH DPOTUBOU BT B GVODUJPO PG UIF NPNFOUVN USBOTGFS� " QIBTF USBOTJ�
UJPO GSPN IBESPOJD NB॒FS UP B TUBUF PG EFDPOOFE RVBSLT BOE HMVPOT UIFफ़BSL�(MVPO
1MBTNB XBT QSFEJDUFE VOEFS WFSZ IJHI UFNQFSBUVSFT BOE�PS FOFSHZ EFOTJUJFT <>�
य़F EJFSFOU QIBTFT PG UIF TUSPOHMZ JOUFSBDUJOH NB॒FS DBO CF SFQSFTFOUFE JO B QIBTF EJB�
HSBN TIPXO JO 'JH� ৻�ৼ JO UFSNT PG UIF UFNQFSBUVSF PO UIF Z�BYJT BOE UIF CBSZPDIFNJDBM
QPUFOUJBM µ# PO UIF Y�BYJT� य़F CBSZPDIFNJDBM QPUFOUJBM RVBOUJFT UIF OFU�CBSZPO DPO�
UFOU PG UIF TZTUFN� 0SEJOBSZ OVDMFBS NB॒FS JT MPDBUFE BU T ≈ 0 BOE µ# ≈ 1(F7� *O
UIF SFHJPO PG MPX FOFSHZ EFOTJUJFT BOE UFNQFSBUVSFT UIF RVBSLT BOE HMVPOT BSF DPOOFE
UP DPMPVS OFVUSBM IBESPOT JO UIF QIBTF PG B IBESPO HBT� "U TVਖ਼DJFOUMZ IJHI UFNQFSB�
UVSFT BOE µ# B STU�PSEFS QIBTF USBOTJUJPO GSPN UIF IBESPOJD NB॒FS UP UIF 2(1 NB॒FS
JT FYQFDUFE <ਁ>� *O UIF FYUSFNF DBTF PG MPX UFNQFSBUVSFT BOE WFSZ IJHI CBSZPDIFNJDBM
QPUFOUJBM UIF DPOEJUJPOT CFMJFWFE UP FYJTU JO UIF DPSF PG OFVUSPO TUBST EVF UP B IJHI HSBW�
JUBUJPOBM DPNQSFTTJPO BSF GVMMMFE <ਂ>� य़JT JT UIF SFHJNF GPS B DPMPVS TVQFSDPOEVDUJOH
TUBUF <ਃ> XIFSF RVBSLT BOE HMVPOT GPSN DPMPVS $PPQFS QBJST�

৽
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'JHVSF �ࢭ�ࢬ य़F 2$% QIBTF EJBHSBN� 'JHVSF UBLFO GSPN <>�

*O UIF MJNJU PG WBOJTIJOH CBSZPDIFNJDBM QPUFOUJBM BOE IJHI UFNQFSBUVSFT B TNPPUI DSPTTPWFS
GSPN UIF IBESPOJD UP UIF EFDPOOFE TUBUF JT QSFEJDUFE CZ -B॒JDF फ़BOUVN $ISPNPEZ�
OBNJDT 	-2$%
 <৻৺>� -B॒JDF 2$% JT B OPO QFSUVSCBUJWF OVNFSJDBM USFBUNFOU PG 2$% GPS�
NVMBUFE PO B EJTDSFUF TQBDF�UJNF MB॒JDF� *U QSPWJEFT B RVBOUJUBUJWF VOEFSTUBOEJOH PG UIF
OFX QIBTF PG NB॒FS BU IJHI UFNQFSBUVSF BOE BMMPXT UIF JOUFSBDUJPO PG RVBSLT BOE HMVPOT
PWFS MBSHF EJTUBODFT UP CF TUVEJFE� 4JODF UIF QIBTF USBOTJUJPO DIBOHFT GSPN UIF DSPTTPWFS
UZQF UP B STU�PSEFS QIBTF USBOTJUJPO BU µ# > 0 -B॒JDF 2$% QSFEJDUT UIF FYJTUFODF PG B
DSJUJDBM QPJOU� य़F USBOTJUJPO PDDVST BU B DSJUJDBM UFNQFSBUVSF PG TD = (156.5± 1.5).F7
<৻৺>�

��� )FBWZ�*PO $PMMJTJPOT

य़F 2$% QIBTF EJBHSBN BU µ# ≈ 0 BOE BU UFNQFSBUVSFT MBSHFS UIBO UIF DSJUJDBM UFN�
QFSBUVSF JT JOWFTUJHBUFE BU UIF -)$ JO VMUSB�SFMBUJWJTUJD IFBWZ�JPO DPMMJTJPOT� "ॏFS B
OVDMFVT�OVDMFVT DPMMJTJPO UIF TZTUFN VOEFSHPFT EJFSFOU TUBHFT JO JUT TQBDF�UJNF FWP�
MVUJPO <৻৻> TIPXO JO 'JH� ৻�৽ GPS B 1 + 1 EJNFOTJPOBM TQBDFUJNF� य़F WFSUJDBM BYJT JO
UIF HVSF SFQSFTFOUT UIF UJNF t� य़F MPXFS IBMG PG UIF EJBHSBN DPSSFTQPOET UP UIF UJNF

৾
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'JHVSF �ࢮ�ࢬ 4QBDF�UJNF FWPMVUJPO PG B IFBWZ�JPO DPMMJTJPO� 'JHVSF UBLFO GSPN <৻ৼ>

CFGPSF UIF DPMMJTJPOT XIFSF UIF UXP OVDMFJ BQQSPBDI FBDI PUIFS XJUI B WFMPDJUZ DMPTF UP
UIF TQFFE PG MJHIU XIJMF UIF VQQFS IBMG PG UIF EJBHSBN TIPXT UIF UJNF BॏFS UIF DPMMJTJPO�
य़F IPSJ[POUBM BYJT JT UIF TQBUJBM EJSFDUJPO� य़F UJNF�MJLF SFHJPO JO UIF TQBDF�UJNF EJB�
HSBN JT UIF VQQFS QBSU PG UIF MJHIU DPOF GPS XIJDI UIF SFMBUJPO τ 2 = c2t2 − z2 > 0 JT
GVMMMFE XJUI τ CFJOH UIF QSPQFS UJNF� य़F QBSUJDMF QSPEVDUJPO BॏFS B OVDMFVT�OVDMFVT
DPMMJTJPOT PDDVST JOTJEF UIF MJHIU DPOF GPS XIJDI UIF TQBDF�UJNF SBQJEJUZ ηT =

1
2 MO

(
t+z
t−z

)

<৻ৼ> JT QSPQFSMZ EFOFE� %VSJOH UIF FYQBOTJPO PG UIF SFCBMM BॏFS UIF DPMMJTJPO BU 	t = 0
z = 0
 UIF GPMMPXJOH QIBTFT DBO CF EFOFE�

•1SF�FRVJMJCSJVN *O UIF QSF�FRVJMJCSJVN QIBTF 	τ < τ0
 QBSUPOT TDB॒FS JO IBSE QSP�
DFTTFT� य़JT MFBET UP UIF DSFBUJPO PG IBSE QSPCFT MJLF IFBWZ RVBSLT KFUT PS EJSFDU
QIPUPOT XJUI IJHI USBOTWFSTF NPNFOUVN�

•5IFSNBMJTBUJPO BOE 2(1 QIBTF "ॏFS B UJNF τ0 ∼ 1 GN�c B UIFSNBM FRVJMJCSJVN JT
FTUBCMJTIFE� य़JT IBQQFOT UISPVHI NVMUJQMF TDB॒FSJOHT BNPOH UIF DPOTUJUVFOUT PG
UIF TZTUFN QSPEVDFE JO UIF DPMMJTJPOT� 4JODF UIF FOFSHZ EFOTJUZ BU UIFSNBMJTBUJPO
UJNF BU UIF -)$ 	ε-)$ ∼ 14(F7�GN3 <৻৽>
 JT BCPWF UIF DSJUJDBM WBMVF DBMDVMBUFE
GSPN -B॒JDF 2$% 	εD ∼ 1(F7�GN3 <৻৾>
 B UIFSNBMJTFE 2(1 JT DSFBUFE BOE DPPMT
EPXO BT JU FYQBOET� य़F FWPMVUJPO PG UIF 2(1 JT UIFPSFUJDBMMZ EFTDSJCFE JO UIF
GSBNFXPSL PG SFMBUJWJTUJD VJE EZOBNJDT�

•)BESPOJTBUJPO 0ODF UIF UFNQFSBUVSF EFDSFBTFT CFMPX UIF DSJUJDBM WBMVF TD PG UIF
USBOTJUJPO DSPTTPWFS UIF DPOTUJUVFOUT PG UIF 2(1 IBESPOJTF UP B HBT PG IBESPOT�
य़F TZTUFN FYQBOET BOE SFNBJOT JO FRVJMJCSJVN TJODF JOFMBTUJD DPMMJTJPOT TUJMM UBLF
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QMBDF�

•$IFNJDBM GSFF[F�PVU 0ODF UIF UFNQFSBUVSF PG UIF TZTUFN GBMMT CFMPX UIF DIFNJDBM
GSFF[FPVU MJNJU 5DI UIF JOFMBTUJD TDB॒FSJOHT BNPOH IBESPOT DFBTF BOE UIF SFMBUJWF
BCVOEBODFT PG IBESPO TQFDJFT 	ZJFMET
 BSF YFE�

•,JOFUJD GSFF[F�PVU &MBTUJD DPMMJTJPOT DFBTF� "U UIJT TUBHF UIF NPNFOUVN TQFDUSB PG
UIF QBSUJDMF TQFDJFT BSF YFE�

4JODF UIF2(1 DBOOPU CF EJSFDUMZ PCTFSWFE JONFBTVSFNFOUT JOEJSFDU FYQFSJNFOUBM QSPCFT
NVTU JOTUFBE CF VTFE UP FYUSBDU JOGPSNBUJPO BCPVU JUT QSPQFSUJFT BOE FWPMVUJPO� 5ZQJ�
DBMMZ QBSUJDMFT PS UIFJS EFDBZ QSPEVDUT BSF NFBTVSFE BॏFS UIF LJOFUJD GSFF[F�PVU� 7BSJ�
PVT QSPCFT DBSSZ JOGPSNBUJPO GSPN EJFSFOU TUBHFT PG UIF DPMMJTJPO� )JHI p5 QSPCFT MJLF
KFUT IFBWZ RVBSLT BOE EJSFDU QIPUPOT DBSSZ JOGPSNBUJPO BCPVU UIF QSF�FRVJMJCSJVN QIBTF
BOE FYQFSJFODF UIF GVMM FWPMVUJPO� य़FSNBM QIPUPOT BOE EJMFQUPOT DBO CF VTFE UP TUVEZ
QSPQFSUJFT PG UIF 2(1 BOE MJHIU IBESPOT MJLF QSPUPOT LBPOT BOE QJPOT DIBSBDUFSJTF UIF
GSFF[FPVU TUBHF PG UIF FWPMVUJPO�

��� $IBSN 1SPEVDUJPO

0QFO )FBWZ 'MBWPVS 	)'
 IBESPOT BSF IBESPOT DPOUBJOJOH BU MFBTU POF IFBWZ RVBSL
	DIBSN PS CFBVUZ
 BOE PUIFS MJHIUFS RVBSLT� य़F QVSQPTF PG TUVEZJOH PQFO IFBWZ BWPVS
IBESPOT JO 1Cۗ1C DPMMJTJPOT BU UIF -)$ JT UP DIBSBDUFSJTF UIF QSPQFSUJFT PG UIF 2(1 BOE
UP JOWFTUJHBUF UIF DPMMFDUJWF CFIBWJPVS PG UIF NFEJVN� *O TNBMMFS DPMMJTJPO TZTUFNT B
QMBTNB PG EFDPOOFE RVBSLT BOE HMVPOT JT OPU FYQFDUFE CVU QQ DPMMJTJPOT BMTP QSPWJEF
B SFGFSFODF UP Qۗ1C BOE 1Cۗ1C NFBTVSFNFOUT� *O BEEJUJPO UIF JOWFTUJHBUJPO PG IFBWZ
BWPVS IBESPOT JO TNBMMFS TZTUFNT HJWFT GVSUIFS JOTJHIU JOUP UIF DIBSN QSPEVDUJPO BOE
IBESPOJTBUJPO NFDIBOJTNT� *O PSEFS UP EJTFOUBOHMF UIF JOJUJBM�TUBUF FFDUT JO UIF 2(1
Qۗ1C DPMMJTJPOT DBO CF TUVEJFE BT BO JOUFSNFEJBUF TZTUFN� 'PS JOTUBODF UIF QSFTFODF PG
B IFBWZ OVDMFVT JO B DPMMJTJPO DBO NPEJGZ UIF QSPEVDUJPO PG UIF IFBWZ RVBSL BOE JT POF
PG UIF $PME /VDMFBS .B॒FS 	$/.
 FFDUT <৻>� य़F GPMMPXJOH TFDUJPOT QSPWJEF B NPSF
EFUBJMFE FYQMBOBUJPO PG UIF FFDUT PCTFSWFE JO EJFSFOU DPMMJTJPO TZTUFNT�

����� $IBSN 1SPEVDUJPO JO QQ $PMMJTJPOT

%VF UP UIFJS MBSHF NBTTFT 	mD ≈ 1.3(F7�c2 mC ≈ 4.2(F7�c2 <৾>
 IFBWZ RVBSLT DBO
POMZ CF QSPEVDFE JO UIF JOJUJBM IBSE TDB॒FSJOH QSPDFTTFT XJUI MBSHF NPNFOUVN USBOTGFS
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Q2 > 4m2
C,D� "T EFTDSJCFE JO TFDUJPO ৻�৻ UIF TUSPOH DPVQMJOH DPOTUBOU JT NVDI TNBMMFS

UIBO 1 BU MBSHF NPNFOUVN USBOTGFS Q2� *O UIJT SFHJNF UIF QSPEVDUJPO DSPTT TFDUJPO
PG B DIBSNۗBOUJ�DIBSN QBJS DBO CF DBMDVMBUFE JO B QFSUVSCBUJWF FYQBOTJPO PG αs� य़F
QSPEVDUJPO DSPTT TFDUJPO PG PQFO IFBWZ BWPVS IBESPOT JT UIFO VTVBMMZ USFBUFE JO UIF
GBDUPSJTBUJPO BQQSPBDI BT B DPOWPMVUJPO PG UIF 1BSUPO %JTUSJCVUJPO 'VODUJPO 	1%'
 UIF
QBSUPO IBSE�TDB॒FSJOH DSPTT TFDUJPO BOE UIF GSBHNFOUBUJPO GVODUJPO� य़F 1%' EFTDSJCFT
UIF QSPCBCJMJUZ UP OE B RVBSL PS HMVPO PG UZQF B DPNJOH GSPN B IBESPO PG UZQF " BOE
DBSSZJOH B GSBDUJPO xA PG UIF IBESPO NPNFOUVN� य़FZ BSF UZQJDBMMZ QBSBNFUFSJTFE GSPN
NFBTVSFNFOUT PG EFFQ JOFMBTUJD TDB॒FSJOH F−Q → F−9 <৻>� य़F QBSUPO IBSE TDB॒FS�
JOH DSPTT TFDUJPO JT PCUBJOFE JO QFSUVSCBUJWF फ़BOUVN $ISPNPEZOBNJDT 	Q2$%
 DBM�
DVMBUJPOT� य़F GSBHNFOUBUJPO GVODUJPOT EFTDSJCF UIF QSPCBCJMJUZ UIBU B IFBWZ RVBSL R
IBESPOJTFT JOUP B IBESPO )R� य़FZ BSF UVOFE GSPN EBUB PG F+F− DPMMJTJPOT <৻ਁ> VOEFS UIF
BTTVNQUJPO UIBU UIFZ BSF VOJWFSTBM GPS BMM DPMMJTJPO TZTUFNT�
" RVBOUJUZ TFOTJUJWF UP UIF IBESPOJTBUJPO QSPDFTT BOE UIVT UP UIF GSBHNFOUBUJPO GVOD�
UJPOT JT UIF CBSZPO�UP�NFTPO SBUJP UIF SFMBUJWF QSPEVDUJPO PG CBSZPOT BOENFTPOT� .FB�
TVSFNFOUT PG UIF CBSZPO�UP�NFTPO SBUJP 	ΛD/%0
 JO QQ BOE Qۗ1C DPMMJTJPOT GPS JOTUBODF
CZ UIF "-*$& $PMMBCPSBUJPO <৻ਂ> TIPXFE B TVCTUBOUJBMMZ IJHIFS SBUJP UIBO NFBTVSF�
NFOUT GSPN F+F− DPMMJTJPOT CZ UIF "-&1) <৻ਃ> %&-1)* <ৼ৺> BOE 01"- <ৼ৻> BU UIF -BSHF
&MFDUSPO�1PTJUSPO $PMMJEFS QPJOUJOH UP B OPO�VOJWFSTBM IBESPOJTBUJPO NFDIBOJTN� य़F
ΛD/%0 DBO CF DBMDVMBUFE WJB .POUF $BSMP 	.$
 HFOFSBUPST XIFSF UIF GSBHNFOUBUJPO
GVODUJPOT BSF UVOFE PO EBUB GSPN F+F− DPMMJTJPOT� 1:5)*" JT B .$ HFOFSBUPS CBTFE
PO UIF -VOE TUSJOH IBESPOJTBUJPO NPEFM XIJDI BTTVNFT UIBU EVF UP UIF MJOFBSMZ HSPX�
JOH 2$% QPUFOUJBM CFUXFFO B RVBSL BOE BO BOUJRVBSL XJUI EJTUBODF B IJHI UFOTJPO
۠TUSJOHۡ GPSNT BT B DPOTFRVFODF PG UIF HMVPO FME CFUXFFO UIF RVBSLT BOE UIBU UIJT
TUSJOH GSBHNFOUT JOUP IBESPOT <ৼৼ>� य़FSF BSF UXP WFSTJPOT PG UIF HFOFSBUPS DPOTJEFSJOH
UIF MFBEJOH�DPMPVS 	-$
 BQQSPYJNBUJPO BOE UIF CFZPOE MFBEJOH�DPMPVS 	#-$
 BQQSPYJ�
NBUJPO� "U MFBEJOH�DPMPVS UXP OBM TUBUF QBSUPOT BSF DPMPVS�DPOOFDUFE GPSNJOH B 2$%
EJQPMF 	HMVPOT BSF DPOOFDUFE UP UXP QBSUPOT TJODF UIFZ DBSSZ DPMPVS BOE BOUJDPMPVS
�
य़F -$ BQQSPYJNBUJPO VOEFSFTUJNBUFT UIF ΛD DSPTT TFDUJPO JO EBUB <ৼ৽>� *O UIF BQQSPYJ�
NBUJPO CFZPOE MFBEJOH�DPMPVS OFX DPMPVS SFDPOOFDUJPO UPQPMPHJFT FOIBODF UIF CBSZPO
QSPEVDUJPO <ৼ৾>�

����� $IBSN 1SPEVDUJPO JO Q1مC $PMMJTJPOT

8IFO OVDMFJ BSF DPMMJEJOH JOTUFBE PG QSPUPOT UIF IFBWZ BWPVS QSPEVDUJPO DBO CF NPE�
JFE� य़FTF JOJUJBM�TUBUF FFDUT NVTU UP CF TFQBSBUFE GSPN NFEJVN FFDUT DBVTFE CZ UIF

ਁ
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QSFTFODF PG UIF फ़BSL�(MVPO 1MBTNB� य़F JOWFTUJHBUJPO PG Qۗ1C DPMMJTJPOT IFMQT UP EJT�
FOUBOHMF CPUI FFDUT� &YQFSJNFOUBMMZ EFWJBUJPOT CFUXFFO QQ BOE Qۗ1C DPMMJTJPOT DBO
CF TUVEJFE CZ NFBTVSJOH UIF OVDMFBS NPEJDBUJPO GBDUPS�

RQ1C =
EσQ1C/Ep5

A · EσQQ/Ep5
, 	৻�


XIFSF EσQ1C(QQ)/Ep5 BSF UIF p5�EJFSFOUJBM DSPTT TFDUJPOT JO Qۗ1C BOE QQ DPMMJTJPOT BU
B HJWFO DFOUSF�PG�NBTT FOFSHZ BOE A = 208 JT UIF MFBE NBTT OVNCFS� *G UIFSF JT OP
NPEJDBUJPO UIF OVDMFBS NPEJDBUJPO GBDUPS XPVME CF VOJUZ�
य़F NPTU JNQPSUBOU JOJUJBM�TUBUF FFDU BU UIF -)$ JT UIF NPEJDBUJPO PG UIF 1%'T JG UIF
OVDMFPOT BSF CPVOE JOTJEF B OVDMFVT� 1BSUPO EJTUSJCVUJPO GVODUJPOT XIJDI BQQFBS JO
UIF GBDUPSJTBUJPO BQQSPBDI XFSF STUMZ BTTFTTFE GPS GSFF OVDMFPOT CVU XIFO NFBTVSFE
JOTJEF B OVDMFVT UIFZ TIPXFE B EJFSFOU CFIBWJPVS� *O PSEFS UP FWBMVBUF UIJT FFDU UIF
GPMMPXJOH SBUJP XBT JOUSPEVDFE <ৼ>�

R"
i (x,Q

2) =
f Q/"
i (x,Q2)

f Q
i (x,Q

2)
, 	৻�


XIFSF i JT UIF QBSUPO TQFDJFT 	WBMFODF RVBSLT TFB RVBSLT HMVPO
 f Q/"
i (x,Q2) JT UIF 1%'

PG B OVDMFPO JO UIF OVDMFVT BOE f Q
i (x,Q

2) JT UIF 1%' PG UIF GSFF OVDMFPO� "O FYBNQMF PG
UIF UZQJDBM EFQFOEFODF PGR"

i PO UIF #KPSLFO�Y JT TIPXO JO 'JH� ৻�৾� य़F TDBMJOH WBSJBCMF
x JT OBNFE BॏFS #KPSLFO XIP QSPQPTFE UIBU UIF TUSVDUVSF GVODUJPOT FYIJCJU B TDBMJOH
CFIBWJPVS <ৼ> BॏFS TUVEZJOH EFFQ JOFMBTUJD TDB॒FSJOH QSPDFTTFT� *U JT B EJNFOTJPOMFTT
WBSJBCMF EFOFE BT x = Q2/2Mν XIFSF Q2 JT UIF TRVBSFE ৾�NPNFOUVN USBOTGFS PG
UIF FYDIBOHFE WJSUVBM QIPUPO ν JT UIF FOFSHZ MPTT CFUXFFO TDB॒FSJOH FMFDUSPOT BOE M

JT UIF OVDMFPO NBTT� "U -)$ FOFSHJFT x ∼ 10−4 XIJDI JT UIF TP�DBMMFE TIBEPXJOH
SFHJPO� 'SPN 'JH� ৻�৾ JU JT WJTJCMF UIBU B TVQQSFTTJPO PG DIBSN QSPEVDUJPO JT FYQFDUFE JO
UIF TIBEPXJOH SFHJPO�
" GVSUIFS JOJUJBM�TUBUF FFDU NPEJGZJOH UIF QSPEVDUJPO PG IFBWZ�BWPVS QBSUJDMFT JO Qۗ
1C DPMMJTJPOT JT UIF TP�DBMMFE $SPOJO FOIBODFNFOU <ৼਁ>� य़JT JT XIFSF QBSUPOT JOTJEF UIF
DPMMJEJOH QBSUJDMF FYQFSJFODF NVMUJQMF FMBTUJD DPMMJTJPOT JO UIF UBSHFU QBSUJDMF CFGPSF UIF
IBSE TDB॒FSJOH QSPDFTT� य़FJS JOJUJBM USBOTWFSTF NPNFOUVN JT JODSFBTFE MFBEJOH UP B
TIJॏ PG UIF p5 TQFDUSVN UP IJHIFS WBMVFT� य़F DPOTFRVFODF JT BO JODSFBTF PG UIF OVDMFBS
NPEJDBUJPO GBDUPS BCPWF VOJUZ�
य़F OVDMFBS NPEJDBUJPO GBDUPS BOE UIF QSPEVDUJPO DSPTT TFDUJPO JO Qۗ1C DPMMJTJPOT JT
QSFEJDUFE CZ Q2$% NPEFMT UIBU JODMVEF NPEJDBUJPOT PG UIF 1%'T JO Qۗ1C DPMMJTJPOT BT

ਂ
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'JHVSF �ࢯ�ࢬ .PEJDBUJPO PG UIF 1%'T BT B GVODUJPO PG UIF #KPSLFO x� 'JHVSF UBLFO
GSPN <ৼ>�

TIPXO GPS UIF BOBMZTJT PG UIF QSPNQU %�NFTPOT QSPEVDUJPO BU√s// = 5.025F7 <ৼਂ>� "
DPNQBSJTPO UP EJFSFOU NPEFMT XJMM CF TIPXO JO DIBQUFS  PG UIJT UIFTJT�

����� $IBSN 1SPEVDUJPO JO 1C1مC $PMMJTJPOT

य़F NPNFOUVN FYDIBOHF JO UIF NFEJVN EVF UP UIFSNBM JOUFSBDUJPOT JT UZQJDBMMZ TNBMM
DPNQBSFE UP UIF OFDFTTBSZ NPNFOUVN USBOTGFS UP QSPEVDF B IFBWZ RVBSL� य़VT IFBWZ
RVBSLT BSF QSFEPNJOBOUMZ QSPEVDFE JO UIF QSF�FRVJMJCSJVN QIBTF PG UIF IFBWZ�JPO DPM�
MJTJPO� 'VSUIFSNPSF UIF BWPVS JT DPOTFSWFE JO UIF TUSPOH JOUFSBDUJPO� य़JT MFBET UP B
DPOTFSWBUJPO PG UIF OVNCFS PG DIBSN RVBSLT XIJMF USBWFSTJOH UIF 2(1 BOE JO UIF IBESP�
OJTBUJPO QSPDFTT� य़F FBSMZ QSPEVDUJPO UJNF BOE UIF BWPVS DPOTFSWBUJPO BSF XIBU BMMPX
UIFN UP FYQFSJFODF UIF GVMM FWPMVUJPO PG UIF 2(1� 8IJMF UIFZ QSPQBHBUF UISPVHI UIF
NFEJVN UIFZ JOUFSBDU XJUI UIF NFEJVN DPOTUJUVFOUT BOE MPTF FOFSHZ�
" DPNQBSJTPO PG UIF DSPTT TFDUJPO PG IFBWZ�BWPVS IBESPOT BOE B DPNQBSJTPO PG UIF p5
TQFDUSB JO QQ BOE 1Cۗ1C DPMMJTJPOT IFMQT UP VOEFSTUBOE UIF FOFSHZ MPTT NFDIBOJTN JO UIF
2(1 BOE UP QSPCF QSPQFSUJFT PG UIF NFEJVN� य़F RVBOUJUZ UP EFTDSJCF UIF NPEJDBUJPO
JO 1Cۗ1C XJUI SFTQFDU UP QQ DPMMJTJPOT JT UIF OVDMFBS NPEJDBUJPO GBDUPS�

R"" =
E2N""/Ep5Ey

〈NDPMM〉E2NQQ/Ep5Ey
, 	৻�ਁ


XIFSF E2NQQ("")/Ep5Ey BSF UIF p5� BOE SBQJEJUZ�EJFSFOUJBM QBSUJDMF ZJFMET JO JO QQ BOE
IFBWZ�JPO 	""
 DPMMJTJPOT� य़F ZJFME JO QQ DPMMJTJPOT JT TDBMFE XJUI UIF OVNCFS PG CJ�

ਃ



$)"15&3 ৻� */530%6$5*0/

OBSZ OVDMFPO�OVDMFPO DPMMJTJPOT NDPMM XIJDI DBO CF FTUJNBUFE VTJOH UIF FYQFSJNFOUBMMZ
PCTFSWFE QBSUJDMF NVMUJQMJDJUZ BOE DPNQBSJOH UIJT UP UIF (MBVCFS NPEFM <ৼਃ>� *G POF
DPOTJEFST B IFBWZ�JPO DPMMJTJPO UP CF B TVQFSQPTJUJPO PG OVDMFPO�OVDMFPO DPMMJTJPOT UIF
NFBTVSFE QBSUJDMF TQFDUSB TIPVME CF UIF TBNF BOE UIF R"" FRVBM UP VOJUZ� )PXFWFS
JG UIF NFEJVN BFDUT UIF IBESPO QSPEVDUJPO POF XPVME FYQFDU B EFWJBUJPO GSPN UIJT
CJOBSZ TDBMJOH� य़F FFDUT EVF UP JOUFSBDUJPOT XJUI UIF NFEJVN DPOTUJUVFOUT BSF DBMMFE
OBM TUBUF FFDUT� 0O UIF PUIFS IBOE BMTP JOJUJBM TUBUF FFDUT JOUSPEVDFE JO UIF QSFWJPVT
TFDUJPO DBO MFBE UP B WJPMBUJPO PG UIF CJOBSZ TDBMJOH�
" IFBWZ RVBSL QSPQBHBUJOH UISPVHI UIF 2(1 DBO MPTF FOFSHZ FJUIFS WJB JOFMBTUJD QSP�
DFTTFT MJLF HMVPO SBEJBUJPO PS FMBTUJD TDB॒FSJOH PG QBSUPOTXJUI UIFNFEJVN DPOTUJUVFOUT�
य़F FOFSHZ MPTT EVF UP HMVPO SBEJBUJPO JT TNBMMFS GPS IFBWZ RVBSLT UIBO GPS MJHIU RVBSLT
BOE HMVPOT 	∆EC < ∆ED < ∆EMJHIUR < ∆EH
� 0OF SFBTPO GPS UIJT JT UIBU UIF 2$% DPV�
QMJOH GBDUPS JT MBSHFS GPS B HMVPO FNJ॒FE GSPN BOPUIFS HMVPO 	C" = 3
 UIBO GPS HMVPO
FNJTTJPO GSPN B RVBSL 	C' = 4/3
 <৾> BOE B MBSHF GSBDUJPO PG MJHIU BWPVS IBESPOT BSF
QSPEVDFE JO HMVPO GSBHNFOUBUJPO BU B MBUF TUBHF PG UIF FWPMVUJPO� "OPUIFS SFBTPO JT UIBU
HMVPO SBEJBUJPO JT TVQQSFTTFE BU BOHMFT TNBMMFS UIBOΘD = mR/ER 	EFBE DPOF FFDU
 <৽৺>�
%VF UP UIF IJHIFS NBTT UIJT BOHMF JT MBSHFS GPS IFBWZ RVBSLT BOE UIF HMVPO SBEJBUJPO JT
TVQQSFTTFE JO B MBSHFS DPOF MFBEJOH UP B TNBMMFS FOFSHZ MPTT�
*O BEEJUJPO UP UIF FOFSHZ MPTT PG UIF IFBWZ RVBSL JO UIF NFEJVN PUIFS FFDUT DBO NPE�
JGZ UIF IFBWZ BWPVS IBESPO TQFDUSB MJLF UIF DPMMFDUJWF ۡSBEJBMۡ PX PG UIF NFEJVN JO
UIF USBOTWFSTF QMBOF� %VF UP BO JOUFSOBM QSFTTVSF HFOFSBUFE CZ UIF 2(1 B DIBOHF PG
UIF TMPQF PG UIF USBOTWFSTF NPNFOUVN TQFDUSB BU MPX p5 JT PCTFSWFE <৽৻>� 'PS B TZTUFN
JO UIFSNBM FRVJMJCSJVN UIF p5 TQFDUSVN DBO CF BQQSPYJNBUFE CZ B .BYXFMM�#PMU[NBOO
EJTUSJCVUJPO� 'JOBMMZ UIF IBESPOJTBUJPO NFDIBOJTN DBO CF EJFSFOU JO UIF QSFTFODF PG
B NFEJVN PG RVBSLT BOE HMVPOT� 8JUIPVU B 2(1 IFBWZ RVBSLT BSF FYQFDUFE UP IBESP�
OJTF WJB GSBHNFOUBUJPO <৽ৼ> XIJMF JO UIF QSFTFODF PG B NFEJVN B IFBWZ RVBSL DPVME
SFDPNCJOF XJUI MJHIU RVBSLT DMPTF JO QIBTF TQBDF 	DPBMFTDFODF
 <৽৽>� .PEFMT JODMVEJOH
DPBMFTDFODF QSFEJDU GPS JOTUBODF BO FOIBODFE CBSZPO�UP�NFTPO SBUJP <৽৾>� य़JT FOIBODF�
NFOU DPNFT EVF UP UIF SFDPNCJOBUJPO PG DIBSN RVBSLT XJUI MJHIUFS EJRVBSL TUBUFT�
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य़F "-*$& EFUFDUPS 	" -BSHF *PO $PMMJEFS &YQFSJNFOU
 JT POF PG GPVS NBJO FYQFSJNFOUT
BU UIF -BSHF )BESPO $PMMJEFS 	-)$
 BU UIF &VSPQFBO 0SHBOJTBUJPO GPS /VDMFBS 3FTFBSDI
	$&3/
 JO (FOFWB� "MPOH UIF BDDFMFSBUPS PG ৼ�ਁ LN <৽> DJSDVNGFSFODF QSPUPOT BOE
IFBWZ JPOT BSF BDDFMFSBUFE JO CVODIFT BOE CSPVHIU UP B DPMMJTJPO BU UIF EJFSFOU JO�
UFSBDUJPO QPJOUT� य़F NBJO GPDVT PG UIF "-*$& DPMMBCPSBUJPO JT UP JOWFTUJHBUF UIF 2(1
QSPEVDFE JO IJHI�FOFSHZ IFBWZ�JPO DPMMJTJPOT�
"-*$& JT B EFUFDUPS XJUI B TJ[F PG 16Y16Y26N3 BOE B XFJHIU PG 10000 U� य़F EFUFDUPS
JT PQUJNJTFE GPS NFBTVSFNFOUT PG IBESPOT FMFDUSPOT NVPOT BOE QIPUPOT QSPEVDFE JO
IFBWZ�JPO DPMMJTJPOT XJUI NVMUJQMJDJUJFT PG EN/Eη ≈ 2000� य़JT SFRVJSFT B WFSZ IJHI
HSBOVMBSJUZ GPS B HPPE 1BSUJDMF *EFOUJDBUJPO 	1*%
 BOE B IJHI�NPNFOUVN SFTPMVUJPO
GSPN 100.F7/c UP 100(F7/c <৽>�
'JHVSF ৼ�৻ TIPXT BO PWFSWJFX PG UIF TVCEFUFDUPST JOTUBMMFE JO "-*$& EVSJOH 3VO ৼ� य़F
DFOUSBM CBSSFM QBSU PG UIF EFUFDUPS XIJDI DPWFST UIF NJESBQJEJUZ SBOHF PG |η| < 0.9 JT
QMBDFE JO B TPMFOPJE NBHOFU QSFWJPVTMZ JOTUBMMFE JO UIF -৽ FYQFSJNFOU BU -&1 XJUI B
NBHOFUJD FME MPOHJUVEJOBM UP UIF CFBN EJSFDUJPO PG # = 0.55� *U DPOUBJOT UIF *OOFS
5SBDLJOH 4ZTUFN 	*54
 UIF 5JNF 1SPKFDUJPO $IBNCFS 	51$
 5SBOTJUJPO 3BEJBUJPO %F�
UFDUPS 	53%
 5JNF�0G�'MJHIU EFUFDUPS 	50'
 1IPUPO 4QFDUSPNFUFS 	1)04
 &MFDUSPNBH�
OFUJD $BMPSJNFUFS 	&.$BM
 %J�KFU $BMPSJNFUFS 	%$BM
 BOE UIF )JHI .PNFOUVN 1BSUJDMF
*EFOUJDBUJPO %FUFDUPS 	).1*%
�
4FWFSBM EFUFDUPST BSF QMBDFE JO UIF GPSXBSE EJSFDUJPO UP NFBTVSF QIPUPOT BOE DIBSHFE
QBSUJDMFT BU |η| ≈ 3 MJLF UIF 'PSXBSE .VMUJQMJDJUZ %FUFDUPS 	'.%
 BOE 1IPUPO .VMUJQMJD�
JUZ %FUFDUPS 	1.%
� 8JUI UIF $IFSFOLPW 50 EFUFDUPS UIF UJNF BOE MPOHJUVEJOBM QPTJUJPO
PG UIF JOUFSBDUJPO JT NFBTVSFE XIJDI JT OFFEFE GPS JOTUBODF GPS UIF 50'� 'PS USJHHFSJOH
UIF 7;&30 TDJOUJMMBUPS EFUFDUPS NFBTVSFT B TJHOBM QSPQPSUJPOBM UP UIF OVNCFS PG DIBSHFE
QBSUJDMFT <৽ਂ>� #FTJEFT UIF EFUFDUPST GPS FWFOU DIBSBDUFSJTBUJPO B NVPO TQFDUSPNFUFS TJU�
VBUFE BU B QTFVEP�SBQJEJUZ PG −4 < η < −2.5 NFBTVSFT RVBSLPOJB MJHIU WFDUPS NFTPOT
BOE NVPOT GSPN IFBWZ�BWPVS IBESPO EFDBZT�
य़F "-*$& DPPSEJOBUF TZTUFN JT B SJHIU�IBOEFE PSUIPHPOBM $BSUFTJBO TZTUFN� य़F Y�
BYJT JT QFSQFOEJDVMBS UP UIF CFBN EJSFDUJPO QPJOUJOH UP UIF DFOUSF PG UIF BDDFMFSBUPS UIF
Z�BYJT QPJOUT VQXBSET BOE UIF [�BYJT JT QBSBMMFM UP UIF CFBN EJSFDUJPO XJUI UIF NVPO
TQFDUSPNFUFS JO OFHBUJWF [ EJSFDUJPO <৽ਃ>�
%FUBJMFE JOGPSNBUJPO BCPVU BMM EFUFDUPST JO "-*$& DBO CF GPVOE JO <৽ਂ>� *O UIF OFYU
TFDUJPO POMZ EFUFDUPST SFMFWBOU GPS UIJT BOBMZTJT BSF EFTDSJCFE�

৻৻



$)"15&3 ৼ� 5)& "-*$& %&5&$503

'JHVSF �ࢬ�ࢭ य़F "-*$& EFUFDUPS EVSJOH 3VO ৼ� *NBHF UBLFO GSPN <৽ਁ>�

��� *OOFS 5SBDLJOH 4ZTUFN

य़F *OOFS 5SBDLJOH 4ZTUFN 	*54
 JT CVJMU VQ PG TJY MBZFST PG TJMJDPO EFUFDUPST BOE TVS�
SPVOET UIF CFBN QJQF� य़F NBJO UBTLT PG UIF *54 BSF UP OE UIF QSJNBSZ WFSUFY XJUI
B IJHI SFTPMVUJPO CF॒FS UIBO 100µN <৽> BOE UP SFDPOTUSVDU TFDPOEBSZ WFSUJDFT GSPN
QBSUJDMF EFDBZT� " STU FTUJNBUF PG UIF QSJNBSZ WFSUFY JT CBTFE PO B NFBTVSFNFOU JO UIF
UXP JOOFSNPTU MBZFST PG UIF *54 	4JMJDPO 1JYFM %FUFDUPST
� -JOFT KPJOJOH UXP DMVTUFST JO
FBDI 41% MBZFS EFOF B USBDLMFU BOE UIF WFSUFY XJUI UIF MBSHFTU OVNCFS PG DPOUSJCVUJOH
USBDLMFUT JT UIF JOJUJBM FTUJNBUF PG UIF QSJNBSZ WFSUFY� य़F FTUJNBUF PG UIF QSJNBSZ WFSUFY
JT SFOFE VTJOH QBSUJDMF USBKFDUPSJFT 	USBDLT
 SFDPOTUSVDUFE JO UIF GVMM *54 BOE UIF 51$�
'VSUIFSNPSF UIF *54 BMMPXT NFBTVSFNFOUT PG QBSUJDMF USBKFDUPSJFT BU NPNFOUB CFMPX
200.F7�c BOE UIVT JNQSPWFT UIF NPNFOUVN SFTPMVUJPO GPS QBSUJDMFT SFDPOTUSVDUFE CZ
UIF 51$ BOE *54� य़F JOWFSTF�p5 SFTPMVUJPO σ1/p5 JT TIPXO JO UIF MFॏ QBOFM PG 'JH� ৼ�ৼ
XJUI B DPNQBSJTPO GPS USBDLT NFBTVSFE JO Qۗ1C DPMMJTJPOT BU 5.025F7 POMZ JO UIF 51$
BOE USBDLT NFBTVSFE XJUI DMVTUFST JO UIF 51$ BOE *54 XJUI BOE XJUIPVU DPOTUSBJOJOH
B USBDL UP UIF QSJNBSZ WFSUFY� य़F SFTPMVUJPO JNQSPWFT XIFO CPUI PG UIF EFUFDUPST BSF
VTFE GPS UIF USBDL SFDPOTUSVDUJPO BOE XIFO UIF USBDLT BSF DPOTUSBJOFE UP UIF WFSUFY <৽ਂ>�
'PS UIFTF *54�51$ USBDLT UIF SFTPMVUJPO PG UIF USBOTWFSTF EJTUBODF UP UIF QSJNBSZ WFS�
UFY GPS QBSUJDMFT XJUI p5 = 1(F7�c JT BCPVU 75µN JO QQ DPMMJTJPOT BOE 60µN JO 1Cۗ1C
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'JHVSF �ࢭ�ࢭ -Fॏ� p5 SFTPMVUJPO GPS 51$ TUBOEBMPOF USBDLT DPNQBSFE UP *54�51$
USBDLT XJUI BOE XJUIPVU WFSUFY DPOTUSBJOU� 3JHIU� 3FTPMVUJPO PG UIF JNQBDU QBSBN�
FUFS UP UIF QSJNBSZ WFSUFY GPS BMM DIBSHFE *54�51$ USBDLT� 'JHVSFT BSF UBLFO GSPN

<৽ਂ>�

DPMMJTJPOT XIJDI JT TIPXO JO UIF SJHIU QBOFM PG 'JH� ৼ�ৼ� य़F JNQSPWFNFOU JO IFBWZ�
JPO DPMMJTJPOT JT EVF UP UIF MBSHFS QBSUJDMF NVMUJQMJDJUZ XIFSF NPSF USBDLT DPOUSJCVUF UP
UIF QSJNBSZ WFSUFY SFDPOTUSVDUJPO� 4VDI B IJHI SFTPMVUJPO BMMPXT UIF EFUFSNJOBUJPO PG
EFDBZ WFSUJDFT PG TIPSU�MJWFE QBSUJDMFT MJLF IFBWZ�BWPVS IBESPOT� "QBSU GSPN USBDLJOH
BOE WFSUFY EFUFSNJOBUJPO UIF GPVS PVUFS MBZFST PG UIF *54 DBO CF VTFE GPS QBSUJDMF JEFO�
UJDBUJPO WJB NFBTVSJOH UIF TQFDJD FOFSHZ MPTT TJODF UIFZ QSPWJEF BOBMPHVF SFBEPVU
<৽ਂ>� य़F NFUIPE PG QBSUJDMF JEFOUJDBUJPO WJB UIF NFDIBOJTN PG JPOJTBUJPO JO B EFUFDUPS
CZ B DIBSHFE QBSUJDMF BOE CZ NFBTVSJOH JUT NPNFOUVN JT EFTDSJCFE JO NPSF EFUBJM GPS
UIF 51$�

��� 5JNF 1SPKFDUJPO $IBNCFS

य़F 5JNF 1SPKFDUJPO $IBNCFS 	51$
 JT UIF NPTU JNQPSUBOU EFUFDUPS JO "-*$& GPS QBSUJ�
DMF USBDLJOH BOE UPHFUIFS XJUI UIF PUIFS DFOUSBM CBSSFM EFUFDUPST JU QSPWJEFT B HPPE USBDL
TFQBSBUJPO QBSUJDMF JEFOUJDBUJPO BOE WFSUFY EFUFSNJOBUJPO� य़F EFUFDUPS EJNFOTJPOT
BSF BO JOOFS SBEJVT PG 85 DN BO PVUFS SBEJVT PG 250 DN BOE B MFOHUI PG 500 DN� य़F
EFUFDUPS JT CVJMU PG B FME DBHF XJUI B DFOUSBM IJHI�WPMUBHF FMFDUSPEF BOE JT MMFE XJUI
≈ 90N3 PG /F�$02�/2 <৽>� *G B DIBSHFE QBSUJDMF USBWFSTFT UIF 51$ JOEVDFE FMFDUSPOT
ESJॏ UP UIF FOE QMBUFT XJUIJO B NBYJNVN ESJॏ UJNF PG BCPVU 90µs XIFSF NVMUJ�XJSF
QSPQPSUJPOBM DIBNCFST 	.81$
 BSF NPVOUFE� य़F SBEJBM DPPSEJOBUF PG B USBDL JT HJWFO
CZ UIF DIBSHF EFQPTJUFE JO UIF SFBEPVU DBUIPEF QBET BSSBOHFE JO ৻ਃ SPXT JO SBEJBM EJ�
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'JHVSF �ࢮ�ࢭ -Fॏ� 4QFDJD FOFSHZ MPTT GPS EJFSFOU QBSUJDMF TQFDJFT JO UIF 51$
WT QBSUJDMF NPNFOUVN JO 1Cۗ1C DPMMJTJPOT� य़F MJOFT TIPX UIF FYQFDUFE NFBO
FOFSHZ MPTT� 3JHIU� β NFBTVSFE CZ UIF 50' EFUFDUPS BT B GVODUJPO PG UIF QBSUJDMF

NPNFOUVN JO 1Cۗ1C DPMMJTJPOT� #PUI EJTUSJCVUJPOT BSF UBLFO GSPN <৽ਂ>�

SFDUJPO BOE UIF UIJSE TQBUJBM DPNQPOFOU JT HJWFO CZ UIF ESJॏ UJNF�
य़F 51$ BMTP QSPWJEFT QBSUJDMF JEFOUJDBUJPO JOGPSNBUJPO XIJDI JT QFSGPSNFE CZ NFB�
TVSJOH TJNVMUBOFPVTMZ UIF TQFDJD FOFSHZ MPTT 	dE/dx
 DIBSHF BOE NPNFOUVN PG B
QBSUJDMF� य़F NFBO FOFSHZ MPTT CZ JPOJTBUJPO QFS QBUI MFOHUI PG B QBSUJDMF USBWFSTJOH UIF
51$ JT EFTDSJCFE CZ UIF QBSBNFUSJTFE #FUIF�#MPDI GPSNVMB <৽ਂ>

f(βγ) =
P1

βP4
(P2 − βP4 − MO(P3 +

1

(βγ)P5
)). 	ৼ�৻


β JT UIF QBSUJDMF WFMPDJUZ γ JT UIF -PSFOU[ GBDUPS BOE P1−5 BSF U QBSBNFUFST� य़F MFॏ
QBOFM PG 'JH� ৼ�৽ TIPXT UIF TQFDJD FOFSHZ MPTT WFSTVT UIF QBSUJDMF NPNFOUVN JO 1Cۗ1C
DPMMJTJPOT� 1BSUJDMFT DBO CF TFMFDUFE CZ VTJOH UIF EFWJBUJPO Oσ CFUXFFO UIF NFBTVSFE BOE
FYQFDUFE TQFDJD FOFSHZ MPTT dE/dx GPS UIF DPSSFTQPOEJOH TQFDJFT JO VOJUT PG UIF SFTPMV�
UJPO� "U NPNFOUB CFMPX 1(F7�c B QBSUJDMF TQFDJFT TFQBSBUJPO PO B USBDL�CZ�USBDL CBTJT
JT QPTTJCMF XIFSFBT BU IJHIFS NPNFOUB EVF UP UIF SFMBUJWJTUJD SJTF EJFSFOU EFUFDUPST
MJLF UIF 50' OFFE UP CF VTFE BEEJUJPOBMMZ UP TFQBSBUF EJFSFOU QBSUJDMF TQFDJFT�

��� 5JNF PG 'MJHIU %FUFDUPS

य़F5JNF�0G�'MJHIU EFUFDUPS 	50'
 EFUFDUPS JO"-*$& BMTP QSPWJEFT QBSUJDMF JEFOUJDBUJPO
JOGPSNBUJPO� य़F EFUFDUPS JT CVJMU PG .VMUJHBQ 3FTJTUJWF 1MBUF $IBNCFST 	.31$
 QMBDFE
BU BO JOOFS SBEJVT PG 370 DN BOE SFBDIJOH UP BO PVUFS SBEJVT PG 399 DN� *G B QBSUJDMF
JPOJTFT UIF HBT JO UIF EFUFDUPS BO BWBMBODIF QSPDFTT HFOFSBUFT B TJHOBM PO UIF SFBEPVU

৻৾
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FMFDUSPEFT� य़F UPUBM TJHOBM JT UIF BOBMPHVF TVN PG TJHOBMT GSPN NBOZ HBQT BOE UIF UJNF
SFTPMVUJPO JT BCPVU 40 QT XJUI B EFUFDUPS Fਖ਼DJFODZ PG DMPTF UP 100� <৽ਂ>�
य़F QBSUJDMF JT JEFOUJFE CZ NFBTVSJOH JUT JHIU UJNF PWFS B HJWFO EJTUBODF BMPOH JUT
USBKFDUPSZ L BOE JUT NPNFOUVN� य़F WFMPDJUZ PG B QBSUJDMF β = v/c = L/tc EFQFOET PO
JUT NBTT BOE NPNFOUVN� य़VT UIF NBTT PG B QBSUJDMF JT HJWFO CZ <৾৺>�

m =
p

c

√
c2t2

L2
− 1. 	ৼ�ৼ


य़F SJHIU QBOFM PG 'JH� ৼ�৽ TIPXT UIF 1*% QFSGPSNBODF PG UIF 5JNF 0G 'MJHIU EFUFDUPS�
य़F QBSUJDMF WFMPDJUZ β JT TIPXO BT B GVODUJPO PG UIF QBSUJDMF NPNFOUVN NFBTVSFE CZ
UIF 51$ GPS 1C�1C DPMMJTJPOT� य़F TFQBSBUJPO QPXFS PG UXP QBSUJDMFT XJUI NBTTFTm" BOE
m# DBSSZJOH UIF TBNF NPNFOUVN p JT�

Oσ =
|t" − t#|
σ50'

=
Lc

2p2σ50'
|m" −m#| 	ৼ�৽


XIFSF σ50' ≈ 60 − 80 QT <৽ਂ> JT UIF 50' SFTPMVUJPO� य़JT SFMBUJPO JT WBMJE JG p ) mc�
य़F TFQBSBUJPO QPXFS EFDSFBTFT XJUI JODSFBTJOH NPNFOUVN BOE JU EFQFOET PO UIF NBTT
EJFSFODF CFUXFFO UXP QBSUJDMF TQFDJFT� य़VT 1*% XJUI UIF 50' EFUFDUPS JT QPTTJCMF JO
UIF NPNFOUVN SBOHF VQ UP 2.5(F7�c GPS QJPOT BOE VQ UP 4(F7�c GPS QSPUPOT�

��� 1BSUJDMF *EFOUJGJDBUJPO

*O UIJT BOBMZTJT B #BZFTJBO BQQSPBDI JT VTFE UP DPNCJOF UIF 1*% JOGPSNBUJPO PG WBSJPVT
EFUFDUPST JOUP POF QSPCBCJMJUZ BOE UIVT NBLJOH VTF PG UIF GVMM 1*% DBQBCJMJUJFT JO "-*$&
<৾৻>� 'PS B TJOHMF EFUFDUPS XJUI B (BVTTJBO SFTQPOTF UIF QSPCBCJMJUZ PG B QBSUJDMF TQFDJFT
HJ UP QSPEVDF B TJHOBM S JT�

P (S|HJ) =
1√
2πσ

e−
1
2Oσ

2
, 	ৼ�৾


XIFSF Oσ GPS UIF 51$ JT UIF EFWJBUJPO CFUXFFO UIF NFBTVSFE BOE FYQFDUFE TQFDJD FO�
FSHZ MPTT dE/dx GPS UIF DPSSFTQPOEJOH TQFDJFT JO VOJUT PG UIF SFTPMVUJPO BOE GPS UIF 50'
JU JT UIF TFQBSBUJPO QPXFS EFOFE JO FR� ৼ�ৼ� #Z VTJOH #BZFT UIFPSFN<৾ৼ> UIF QSPEVDU
PG QSPCBCJMJUJFT GSPN EJFSFOU EFUFDUPST BSF DPNCJOFE JO B DPOEJUJPOBM QSPCBCJMJUZ UIBU
UIF QBSUJDMF JT PG TQFDJFT HJ GPS B NFBTVSFE TFU PG EFUFDUPS TJHOBMT�

৻
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'PS UIF STU UJNF JO "-*$& UIF Λ+
D JT SFDPOTUSVDUFE FNQMPZJOH B OFX SFDPOTUSVDUJPO

QBDLBHF DBMMFE UIF ,'1BSUJDMF QBDLBHF� *U XBT PSJHJOBMMZ EFWFMPQFE GPS UIF $#. FYQFS�
JNFOU <৾৽> <৾৾>� )PXFWFS UIF QBSBNFUSJTBUJPO PG UIF QBSUJDMF TUBUF WFDUPS JT JOEFQFO�
EFOU PG UIF EFUFDUPS HFPNFUSZ� य़JT NBLFT UIF QBDLBHF BMTP BQQMJDBCMF JO "-*$&� य़F
,'1BSUJDMF BMMPXT UIF BQQMJDBUJPO PG DPOTUSBJOUT GPS JOTUBODF PO UIF QSPEVDUJPO WFSUFY
PG B QBSUJDMF PS PO JUT NBTT BOE UIFZ BSF USFBUFE BT BEEJUJPOBM JOGPSNBUJPO JO UIF EFDBZ
SFDPOTUSVDUJPO BOE IFMQ UP HBJO B IJHIFS QSFDJTJPO PG UIF NFBTVSFNFOU� *O UIF GPMMPXJOH
B TIPSU JOUSPEVDUJPO BOE TVNNBSZ PG UIF SFDPOTUSVDUJPO NFUIPE XJUI UIF ,'1BSUJDMF JT
HJWFO�
*O UIF TDPQF PG UIJT BOBMZTJT BMTP TVQFSWJTFE NBDIJOF MFBSOJOH JT VTFE UP DMBTTJGZ TJHOBM
BOE CBDLHSPVOE JO B HJWFO EBUBTFU PG Λ+

D DBOEJEBUFT� य़F VTFE BMHPSJUIN JT 9(#PPTU
<৾> XIJDI TUBOET GPS &YUSFNF (SBEJFOU #PPTUJOH� य़F UFSN HSBEJFOU CPPTUJOH PSJHJ�
OBUFT GSPN +� 'SJFENBO XIP EFWFMPQFE EJFSFOU HSBEJFOU CPPTUJOH BMHPSJUINT <৾>� "O
JOUSPEVDUJPO JOUP UIF BMHPSJUIN GPSNVMBUJPO VTFE GPS 9(#PPTU BOE TPNF UVUPSJBMT DBO CF
GPVOE JO 3FG� <৾ਁ>� *O TFDUJPO ৽�ৼ PG UIJT DIBQUFS BO PWFSWJFX PG 9(#PPTU JT QSPWJEFE�

��� 5IF ,BMNBO 'JMUFS 1BSUJDMF 1BDLBHF

" TIPSU�MJWFE QBSUJDMF MJLF UIF Λ+
D 	cτ(Λ+

D ) ≈ 60µN <৾>
 EFDBZT CFGPSF JU DBO SFBDI
UIF USBDLJOH TZTUFN JO "-*$&� य़VT JU DBO POMZ CF SFDPOTUSVDUFE CZ JUT EFDBZ QSPEVDUT�
$PNNPOMZ UIF QBSBNFUFST PG UIF NPUIFS QBSUJDMF BSF DBMDVMBUFE WJB UIF QBSBNFUFST PG
UIF EBVHIUFST JO UIF EFDBZ� य़F EBVHIUFS QBSBNFUFST BSF FYUSBQPMBUFE UP UIF QPJOU PG
DMPTFTU BQQSPBDI PG UIF EBVHIUFS QBSUJDMF USBKFDUPSJFT XIFSF UIF NPNFOUVN BOE FOFSHZ
PG UIF EBVHIUFST BSF TVNNFE VQ�
"OPUIFS BQQSPBDI UP SFDPOTUSVDU TIPSU�MJWFE QBSUJDMFT JT SFBMJTFE JO UIF ,BMNBO 'JMUFS 1BS�
UJDMF QBDLBHF <৾৾>� *U JT CBTFE PO UIF ,BMNBO MUFS NFUIPE <৾ਂ> XIJDI JT B NBUIFNBUJDBM
JUFSBUJWF QSPDFEVSF UP FTUJNBUF VOLOPXO WBSJBCMFT DPOTJEFSJOH B TFSJFT PG NFBTVSFNFOUT
BOE UIFJS JOBDDVSBDJFT� " HFOFSJD ,BMNBO 'JMUFS BMHPSJUIN TUBSUT XJUI BO JOJUJBM BQQSPYJ�
NBUJPO PG B TUBUF WFDUPS S0 BOE DPWBSJBODF NBUSJY $0 XIJDI JT UIF JOJUJBMJTBUJPO TUFQ� *O
UIF DPOUFYU PG QBSUJDMF SFDPOTUSVDUJPO UIJT JT BO JOJUJBM BQQSPYJNBUJPO PO UIF EFDBZ WFS�
UFY PG B NPUIFS QBSUJDMF BOE BO FTUJNBUF PG JUT NPNFOUVN BOE FOFSHZ� य़FTF QBSBNFUFST
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BSF TUPSFE JO B TUBUF WFDUPS <৾৽>�

S = (x, y, z, px, py, pz, E, s)T , 	৽�৻


XJUI UIF QPTJUJPO PG UIF EFDBZ WFSUFY (x, y, z)T  UIF QBSUJDMF NPNFOUVN (px, py, pz)T BOE
FOFSHZ E QMVT UIF MFOHUI PG UIF USBKFDUPSZ JO UIF MBCPSBUPSZ TZTUFN l OPSNBMJTFE UP UIF
QBSUJDMF NPNFOUVN p s = l/p� य़F QBSBNFUFST PG UIF EBVHIUFS QBSUJDMFT BSF BMTP EF�
TDSJCFE CZ B TUBUF WFDUPS BOE UIF BTTPDJBUFE DPWBSJBODF NBUSJY DPOUBJOT UIF QBSBNFUFS
BDDVSBDJFT� य़F OFYU TUFQ JO B HFOFSBM ,BMNBO 'JMUFS BMHPSJUIN JT UIF QSFEJDUJPO� 'PS
FBDI NFBTVSFNFOU Nk UIF FTUJNBUF PG UIF TUBUF WFDUPS JT FYUSBQPMBUFE UP UIF QPJOU PG B
NFBTVSFNFOU UBLJOH JOUP BDDPVOU UIF JOBDDVSBDJFT PO UIF NFBTVSFNFOU� *O UIF SFDPO�
TUSVDUJPO Nk JT B TUBUF WFDUPS PG B EBVHIUFS QBSUJDMF� य़JT EBVHIUFS JT USBOTQPSUFE BMPOH
JUT USBKFDUPSZ UP UIF JOJUJBMMZ BQQSPYJNBUFE EFDBZ WFSUFY PG UIF NPUIFS VOEFS DPOTJEFSB�
UJPO PG UIF VODFSUBJOUJFT PO UIF EFDBZ WFSUFY BOE UIF USBKFDUPSZ PG UIF EBVHIUFS QBSUJDMF�
*O UIF HFOFSBM ,BMNBO MUFSJOH TUFQ UIF FTUJNBUF PO UIF TUBUF WFDUPS JT VQEBUFE XJUI UIF
NFBTVSFNFOU Nk HJWJOH BO PQUJNVN TUBUF WFDUPS Sk BDDPSEJOH UP UIF STU k NFBTVSF�
NFOUT� "ॏFS UIJT TUFQ JO UIF QBSUJDMF SFDPOTUSVDUJPO B CF॒FS FTUJNBUF PG UIF TUBUF WFDUPS
BOE DPWBSJBODF NBUSJY PG UIF NPUIFS QBSUJDMF JT PCUBJOFE� य़F PQUJNBM FTUJNBUF PG UIF
TUBUF WFDUPS XJUI JUT DPWBSJBODF NBUSJY JT PCUBJOFE BॏFS UIF MUFSJOH TUFQ PO UIF MBTU NFB�
TVSFNFOU� य़VT UIF PQUJNBM TUBUF WFDUPS BOE DPWBSJBODF NBUSJY PG UIF NPUIFS QBSUJDMF
JT PCUBJOFE BॏFS SFQFBUJOH UIF QSPDFEVSF EFTDSJCFE BCPWF GPS BMM EBVHIUFS QBSUJDMFT� 'J�
OBMMZ UIF NPUIFS QBSUJDMF JT USBOTQPSUFE GSPN UIF EFDBZ WFSUFY UP UIF QSPEVDUJPO WFSUFY
XIFSF UIF PQUJNBM TUBUF WFDUPS BOE DPWBSJBODF NBUSJY JT FWBMVBUFE <৾৾>�
"ॏFS UIF SFDPOTUSVDUJPO UIF QBSUJDMF DBO CF USBOTQPSUFE UP BOZ QPJOU BMPOH JUT USBKFD�
UPSZ� य़JT EJTUJOHVJTIFT UIF ,' 1BSUJDMF QBDLBHF GSPN PUIFS WFSUFYJOH QBDLBHFT XIFSF
POMZ UIF QSPEVDUJPO BOE EFDBZ WFSUFY BSF SFDPOTUSVDUFE� %VF UP UIF DIPTFO QBSUJDMF
QBSBNFUSJTBUJPO UIF BMHPSJUIN JT JOEFQFOEFOU PO UIF EFUFDUPS HFPNFUSZ� "EEJUJPOBM
QIZTJDT QBSBNFUFST UIBU BSF OPU TUPSFE JO UIF TUBUF WFDUPS MJLF UIF QBSUJDMF NPNFOUVN p
UIF JOWBSJBOU NBTTM  UIF MFOHUI PG JHIU L BOE UIF MJGFUJNF cτ  BSF DBMDVMBUFE BDDPSEJOH
UP <৾ਃ>�

p =
√

p2x + p2y + p2z

M =
√

E2 − p2

L = sp

cτ = sM.

	৽�ৼ
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'JHVSF �ࢬ�ࢮ $BSUPPO PG UIF Λ+
D EFDBZ JODMVEJOH UIF VODFSUBJOUJFT PO UIF NPUIFS

BOE EBVHIUFS QBSUJDMF USBDLT BOE PO UIF QSJNBSZ WFSUFY 	17
 BOE UIF TFDPOEBSZ
WFSUJDFT 	47
�

'VSUIFSNPSF JU JT QPTTJCMF UP SFNPWF EBVHIUFST QSFWJPVTMZ BEEFE UP UIF TUBUF WFDUPS�
&TQFDJBMMZ JO UIF QSJNBSZ WFSUFY SFDPOTUSVDUJPO USBDLT NJHIU CF SFDPHOJTFE UP CF OPO�
QSJNBSZ USBDLT BॏFSXBSET BOE UIFZ DBO CF SFNPWFE UP JNQSPWF UIF U RVBMJUZ <৾৽>� "
DBSUPPO PG UIFΛ+

D EFDBZ JODMVEJOH UIF VODFSUBJOUJFT PO UIF NPUIFS BOE EBVHIUFS QBSUJDMF
USBDLT BOE WFSUJDFT JT TIPXO JO 'JH�৽�৻� 0OF DBO PCTFSWF UIF Λ+

D EFDBZJOH JOUP B QSPUPO
BOE B K0

4  BOE UIF LBPO EFDBZJOH JOUP UXP PQQPTJUFMZ DIBSHFE QJPOT�

����� $POTUSBJOFE 'JUT

य़F FTUJNBUF PG B TUBUF WFDUPS DBO CF JNQSPWFE VTJOH TFWFSBM DPOTUSBJOUT XIJDI BSF
USFBUFE BT BO BEEJUJPOBM NFBTVSFNFOU CZ UIF ,BMNBO 'JMUFS <৾৽>� "QQMZJOH DPOTUSBJOUT
JT FRVJWBMFOU UP BO JODSFBTF PG JOGPSNBUJPO SFHBSEJOH UIF QBSUJDMF EFDBZ� य़JT BMMPXT BO
JNQSPWFNFOU PG UIF QSFDJTJPO PG UIF NFBTVSFNFOU� %VSJOH UIF SFDPOTUSVDUJPO PG UIF TFD�
POEBSZ WFSUFY POF PG UIF DPOTUSBJOUT JT UP SFRVJSF UIBU UIF NPUIFS QBSUJDMF IBT B DFSUBJO
NBTT� 'PS JOTUBODF JO UIF SFDPOTUSVDUJPO PG UIF Λ+

D → Q,0
4 XIFSF UIF LBPO EFDBZT JOUP

,0
4 → π+π− UIF NBTT PG UIF LBPO JT DPOTUSBJOFE UP UIF 1%( NBTT <৾>� य़JT JT DBMMFE UIF

NBTT DPOTUSBJOU <৾৾>�
" DPOTUSBJOU DBO CF NBEF BMTP PO B WFSUFY XIFSF UIF QBSUJDMF JT SFRVJSFE UP QPJOU CBDL
UP UIBU WFSUFY� य़JT DBO CF UIF FYQFDUFE QSPEVDUJPO WFSUFY PS BOZ PUIFS SFDPOTUSVDUFE
WFSUFY� य़JT SFRVJSFNFOU JT DBMMFE UPQPMPHJDBM DPOTUSBJOU� " χ2�EFWJBUJPO FTUJNBUFT UIF
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'JHVSF BTT.�ࢭ�ࢮ SFTPMVUJPO PG TJNVMBUFEΛ+
D SFDPOTUSVDUFE XJUI ,' 1BSUJDMF QBDL�

BHF VTJOH EJFSFOU DPOTUSBJOUT�

QSPCBCJMJUZ PG UIF IZQPUIFTJT UIBU UIF QBSUJDMF JT QSPEVDFE BU UIBU WFSUFY� *O UIJT BOBMZTJT
UIF Λ+

D JT SFRVJSFE UP QPJOU CBDL UP UIF QSJNBSZ WFSUFY�
य़F FFDU PO UIF NBTT SFTPMVUJPO PG UIF NPUIFS QBSUJDMF XIFO BQQMZJOH B DPOTUSBJOU

JT TIPXO JO HVSF ৽�ৼ� य़F CMVF NBSLFST JOEJDBUF UIF SFTPMVUJPO PO UIF NBTT PG UIF Λ+
D

SFDPOTUSVDUFE XJUI UIF ,' 1BSUJDMF QBDLBHF XJUIPVU BOZ BEEJUJPOBM DPOTUSBJOU� य़FTF
DBOEJEBUFT BSF UBLFO GSPN B .$ TJNVMBUJPO EFEJDBUFE GPS UIJT BOBMZTJT� "O JNQSPWF�
NFOU JO UIF NBTT SFTPMVUJPO JT WJTJCMF JG UIF NBTT DPOTUSBJOU JT BQQMJFE UP UIF NBTT PG
UIF LBPO 	HSFFO
 BOE UIJT JNQSPWFNFOU JODSFBTFT XIFO JO BEEJUJPO UIF Λ+

D JT SFRVJSFE
UP QPJOU CBDL UP UIF QSJNBSZ WFSUFY 	SFE
� य़JT JNQSPWFNFOU JT WJUBM GPS SBSF TJHOBM SF�
DPOTUSVDUJPO CFDBVTF B OBSSPXFS QFBL XJEUI IFMQT UP HFU B TJHOBM FNFSHJOH GSPN B MBSHF
DPNCJOBUPSJBM CBDLHSPVOE�

����� 0VUQVU 7BSJBCMFT

"ॏFS UIF SFDPOTUSVDUJPO RVBOUJUJFT PO UIF EFDBZ UPQPMPHZ BOE U RVBMJUZ DBO CF FY�
USBDUFE� य़FTF WBSJBCMFT BSF VTFGVM UP TFMFDU SFDPOTUSVDUFE DBOEJEBUFT� *O UIF SFDPOTUSVD�
UJPO PG B QBSUJDMF EFDBZ UIF EBVHIUFST BSF VTFE JO B HFPNFUSJDBM U UP QSPWJEF BO FTUJNBUF
PG UIFJS QSPEVDUJPO WFSUFY PS UIF EFDBZ WFSUFY PG UIF NPUIFS QBSUJDMF� य़F χ2 PG UIJT U
FYQSFTTFT IPX XFMM UIF EBVHIUFS USBDLT JOUFSTFDU XJUIJO UIFJS VODFSUBJOUJFT <৾৾>� 4NBMM
WBMVFT PG χ2

HFP//%' XIFSF /%' JT UIF OVNCFS PG EFHSFFT PG GSFFEPN JOEJDBUF B MBSHF
QSPCBCJMJUZ UIBU UIF EBVHIUFS USBDLT JOUFSTFDU XJUIJO UIFJS VODFSUBJOUJFT�
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'JHVSF �ࢮ�ࢮ &YBNQMF PG B GVODUJPO TFQBSBUJOH TJHOBM 	HSFFO
 BOE CBDLHSPVOE 	SFE
�
-Fॏ� 8FMM USBJOFE NPEFM XIJDI SFTVMUT JO B HPPE EFTDSJQUJPO PG UIF GFBUVSFT JO UIF

EBUB TFU� 3JHIU� 0WFS॒JOH PG UIF EBUB�

"T EFTDSJCFE CFGPSF JO B UPQPMPHJDBM U PG B QBSUJDMF UP B WFSUFY B χ2�EFWJBUJPO FTUJ�
NBUFT UIF QSPCBCJMJUZ PG UIF IZQPUIFTJT UIBU UIF QBSUJDMF JT QSPEVDFE BU UIBU WFSUFY� *G
UIF χ2

UPQP//%' WBMVF JT TNBMM UIF QSPCBCJMJUZ JT MBSHF UIBU UIF QBSUJDMF JOUFSTFDUT XJUI UIF
QSJNBSZ WFSUFY XJUIJO UIF VODFSUBJOUJFT <৾৾>� "MUIPVHI JG UIF VODFSUBJOUJFT BSF MBSHF UIF
U RVBMJUZ XJMM BMTP CF HPPE�
य़F EJTUBODF IPX GBS BXBZ GSPN UIF QSJNBSZ WFSUFY B QBSUJDMF EFDBZT JT HJWFO CZ UIF
WBSJBCMF M/∆M� *U JT UIF EJTUBODF CFUXFFO UIF EFDBZ WFSUFY BOE UIF QSJNBSZ WFSUFY OPS�
NBMJTFE UP UIF VODFSUBJOUZ PO UIF EJTUBODF <৾৾> XIJDI BSF MPDBMJTBUJPO VODFSUBJOUJFT PG
UIF WFSUJDFT�

��� .BDIJOF -FBSOJOH

*O B QSFEJDUJWF MFBSOJOH QSPCMFN UIF JOHSFEJFOUT BSF B TFU PG JOQVU WBSJBCMFT Y BOE B
SFTQPOTF WBSJBCMF y� " USBJOJOH TBNQMF DPOTJTUT PG LOPXO (y, Y)�WBMVFT� *U JT VTFE UP
FTUJNBUF B GVODUJPO F ∗(Y) NBQQJOH UIF JOQVU WBSJBCMFT UP UIF SFTQPOTF WBSJBCMF� य़F
TQFDJD MPTT GVODUJPO L(y, F (Y)) <৾> RVBOUJFT IPX XFMM UIJT GVODUJPO NPEFMT UIF EBUB�
*O UIF USBJOJOH UIF TQFDJD MPTT GVODUJPO JT NJOJNJTFE CZ OEJOH UIF QBSBNFUFST UIBU
CFTU U UIF USBJOJOH EBUB� 'VSUIFSNPSF SFHVMBSJTBUJPO JT BMTP JNQPSUBOU UP BWPJE PWFSU�
UJOH CZ DPOTUSBJOJOH UIF ॒JOH QSPDFEVSF <৾>� 0WFS॒JOH NFBOT UIBU B NPEFM UT FWFO
VDUVBUJPOT JO B QBSUJDVMBS EBUBTFU BOE UIFSFGPSF GBJMT UP QSFEJDU GVUVSF PCTFSWBUJPOT JO
BOPUIFS EBUBTFU SFMJBCMZ� य़JT JT TIPXO JO 'JH� ৽�৽ XIFSF UIF SFE QPJOUT SFQSFTFOU UIF
CBDLHSPVOE BOE UIF HSFFO QPJOUT SFQSFTFOU UIF TJHOBM� य़F MFॏ QBOFM TIPXT B MJOFBS
GVODUJPO UP TFQBSBUF TJHOBM BOE CBDLHSPVOE� य़JT GVODUJPO DBQUVSFT UIF DIBSBDUFSJTUJDT
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'JHVSF �ࢯ�ࢮ &YBNQMF PG B EFDJTJPO USFF UP TFQBSBUF TJHOBM BOE CBDLHSPVOE XIFSF
SFE JOEJDBUFT CBDLHSPVOE BOE CMVF JOEJDBUFT TJHOBM�

PG UIF EBUB TFU CVU JU EPFT OPU U FWFSZ VDUVBUJPO JO UIF TJHOBM� य़JT JT EJFSFOU GPS UIF
GVODUJPO TIPXO JO UIF SJHIU QBOFM PG 'JH� ৽�৽ XIFSF UIF GVODUJPOT DBQUVSFT FWFO VDUV�
BUJPOT JO UIF TJHOBM� य़F TQFDJD MPTT UFSN BOE UIF SFHVMBSJTBUJPO UFSN BSF DPNCJOFE JO
BO PCKFDUJWF GVODUJPO�
य़F NBDIJOF MFBSOJOH BMHPSJUIN VTFE JO UIJT UIFTJT JT 9(#PPTU� य़F NPEFM JO 9(#PPTU
JT B USFF FOTFNCMF DPOTJTUJOH PG B TFU PG DMBTTJDBUJPO BOE SFHSFTTJPO USFFT 	$"35
 <৾>�
य़F TUSVDUVSF PG B CBTJD EFDJTJPO USFF UP TFQBSBUF TJHOBM BOE CBDLHSPVOE JT TIPXO JO 'JH�
৽�৾� य़F TFQBSBUJPO PG TJHOBM JO CMVF BOE CBDLHSPVOE JO SFE JT EPOF JO UIJT FYBNQMF CZ
BQQMZJOH B TFMFDUJPO GPS FBDI WBSJBCMF 	YZ
� *O USFF FOTFNCMFT UIF QSFEJDUJPO PG NVMUJQMF
USFFT JT TVNNFE� 4JODF JU JT OPU QPTTJCMF UP MFBSO BMM USFFT BU PODF POMZ POF USFF UIBU
PQUJNJTFT UIF PCKFDUJWF GVODUJPO JT BEEFE BU B UJNF <৾ਁ>� य़F BMHPSJUIN TUBSUT GSPN B
TJOHMF MFBG BOE CSBODIFT BSF BEEFE JUFSBUJWFMZ� 4QMJ॒JOH B MFBG JOUP UXP SFTVMUT JO B EF�
DPNQPTJUJPO PG TDPSFT PG UIF MFॏ BOE SJHIU OPEF� *G UIF HBJO PG B CSBODI JT TNBMMFS UIBO B
DFSUBJO WBMVF JU JT OPU BEEFE� य़JT JT DBMMFE QSVOJOH <৾>�
*O UIJT BOBMZTJT UIF QZUIPO QBDLBHF PG 9(#PPTU JT VTFE� #FGPSF USBJOJOH B NPEFM QBSBN�
FUFST OFFE UP CF TFU� य़FSF BSF EJFSFOU UZQFT PG QBSBNFUFST� (FOFSBM QBSBNFUFST TQFDJGZ
UIF DIPJDF PG CPPTUFS UP CF VTFE GPS CPPTUJOH JO UIJT DBTF NPEFMT BSF USFF CBTFE� #PPTUFS
QBSBNFUFST MJLF UIF TISJOLBHF GBDUPS UIF NBYJNVN EFQUI PG B USFF BOE UIF OVNCFS PG
USFFT BSF TQFDJD GPS UIF DIPTFO CPPTUFS� 8JUIJO UIF IFBWZ�JPO QIZTJDT FOWJSPONFOU
GPS NBDIJOF MFBSOJOH 	IJQF৾NM
 <৺> CPPTUFS QBSBNFUFST DBO CF PQUJNJTFE JO B CBZFTJBO
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BQQSPBDI BT EFTDSJCFE JO TFDUJPO ৾�ৼ� 8JUI B MJTU PG QBSBNFUFST BOE B EBUB TFU B NPEFM
DBO CF USBJOFE BOE TBWFE� 0ODF B NPEFM IBT CFFO USBJOFE QSFEJDUJPOT PO UIF EBUBTFU BSF
QPTTJCMF� य़PTF QSFEJDUJPOT HJWF B TDPSF PS BO PVUQVU QSPCBCJMJUZ� य़F EJTUSJCVUJPOT PG
PVUQVU TDPSFT PS QSPCBCJMJUJFT BT XFMM BT RVBMJUZ BOE DPOUSPM QMPUT DBO CF TUVEJFE BT JO
TFDUJPO ৾�ৼ� *G UIF NPEFM IBT CFFO USBJOFE QSPQFSMZ JU JT BQQMJFE UP UIF EBUB UP TFQBSBUF
TJHOBM GSPN CBDLHSPVOE DBOEJEBUFT� " TFMFDUJPO JT NBEF CBTFE PO B QSPCBCJMJUZ UISFTIPME
BCPWF XIJDI DBOEJEBUFT BSF BDDFQUFE�
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य़F FWBMVBUJPO PG UIF QSPEVDUJPO DSPTT TFDUJPO PG DIBSNFE CBSZPOT JO EJFSFOU DPMMJTJPO
TZTUFNT JT DSVDJBM UP TUVEZ UIF DIBSN IBESPOJTBUJPO QSPDFTT� *O UIJT BOBMZTJT UIF Λ+

D XBT
NFBTVSFE WJB JUT IBESPOJD EFDBZ UP B QSPUPO BOE B ,0

4 XIJDI EFDBZT JOUP B QPTJUJWFMZ
BOE B OFHBUJWFMZ DIBSHFE QJPO� य़F RVBSL DPOUFOU PG UIF Λ+

D JT 	VED
 BOE JUT NBTT JT
MJTUFE BU (2286.46 ± 0.14).F7�c2 CZ UIF 1BSUJDMF %BUB (SPVQ <৾>� य़F BWFSBHF MJGFUJNF
JT (202.4 ± 3.1) GT� य़JT BOBMZTJT JT QFSGPSNFE JO Qۗ1C DPMMJTJPOT BU √s// = 5.025F7�
य़F QBSUJDMF EFDBZT BSF SFDPOTUSVDUFE XJUI UIF ,' 1BSUJDMF QBDLBHF XIJDI BMMPXT B EJSFDU
FTUJNBUF PG UIF USBDL QBSBNFUFST BOE WFSUJDFT BT XFMM BT UIF BTTPDJBUFE VODFSUBJOUJFT� य़F
TJHOBM FYUSBDUJPO JT PQUJNJTFE VTJOH NBDIJOF MFBSOJOH XJUI FYUSFNF HSBEJFOU CPPTUJOH�
य़F BOBMZTJT JT QFSGPSNFE JO UIF USBOTWFSTF NPNFOUVN SBOHF 0 UP 24(F7/c XIFSF p5 JO
UIF GPMMPXJOH XJMM BMXBZT SFGFS UP UIF USBOTWFSTF NPNFOUVN PG UIF Λ+

D � 8JUI UIJT CFJOH
UIF STU NFBTVSFNFOU PG UIF p5�EJFSFOUJBM DSPTT TFDUJPO EPXO UP p5 = 0� य़F SFTVMUT
BSF DPNQBSFE UP UIF QSFWJPVTMZ NFBTVSFE Λ+

D QSPEVDUJPO DSPTT TFDUJPO JO UIF SBOHF GSPN
1−24(F7/c XIFSF Λ+

D DBOEJEBUFT XFSF SFDPOTUSVDUFE XJUIPVU UIF ,' 1BSUJDMF QBDLBHF
BOE B EJFSFOU NBDIJOF MFBSOJOH BMHPSJUIN XBT VTFE <ৼ৽>�

��� $BOEJEBUF 3FDPOTUSVDUJPO BOE 4FMFDUJPO

य़F BOBMZTJT QFSGPSNFE JO UIF TDPQF PG UIJT UIFTJT JT CBTFE PO EBUB UBCMFT TUPSJOH QIZTJDBM
UPQPMPHJDBM BOE 1*% RVBOUJUJFT PG UIF Λ+

D → Q,0
4 DBOEJEBUFT� "MUIPVHI UIF TUFQT GSPN

UIF EBUB UBLJOH JO "-*$& WJB UIF TFMFDUJPO PG FWFOUT BOE SFDPOTUSVDUJPO PGΛ+
D DBOEJEBUFT

JT OPU QBSU PG UIFXPSL QFSGPSNFE JO UIJT UIFTJT JO UIF GPMMPXJOH B TVNNBSZ PG UIF QSPDFTT
CFGPSF PCUBJOJOH UIF EBUB UBCMFT JT HJWFO UP QSFTFOU UIF GVMM QJDUVSF PG UIF BOBMZTJT�

����� $BTDBEF 0CKFDU 3FDPOTUSVDUJPO JO "-*$&

'JSTU UIF SBX EBUB NFBTVSFE JO FBDI EFUFDUPS JT USBOTGPSNFE JOUP DMVTUFST� $MVTUFST BSF
HSPVQT PG OFJHICPVSJOH DFMMT JO B EFUFDUPS XIFSF B TJHOBM JT NFBTVSFE� य़F 1SJNBSZ
7FSUFY 	17
 JT JEFOUJFE BT EFTDSJCFE JO TFDUJPO ৼ�৻ VTJOH UIF JOOFSNPTU EFUFDUPS MBZFST
PG UIF *54 UP SFDPOTUSVDU USBDLMFUT� 1BSUJDMF USBKFDUPSJFT 	USBDLT
 BSF SFDPOTUSVDUFE CZ
VTJOH UIF DMVTUFST JO UIF EJFSFOU EFUFDUPST BOE UIF JOJUJBM FTUJNBUF PG UIF QSJNBSZ WFSUFY
QPTJUJPO� य़F QPTJUJPO JT SFOFE XJUI B CF॒FS SFTPMVUJPO VTJOH USBDLT SFDPOTUSVDUFE JO
UIF 51$ BOE UIF *54� य़F OFYU TUFQ JT UP TFBSDI GPS EFDBZ WFSUJDFT PG OFVUSBM QBSUJDMFT
UIBU EP OPU MFBWF B USBDL JO UIF EFUFDUPS CFGPSF EFDBZJOH� य़FTF QBSUJDMFT MJLF UIF ,0

4 BSF
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DBMMFE 70 DBOEJEBUFT� य़FO DBTDBEF DBOEJEBUFT BSF SFDPOTUSVDUFE� य़FTF BSF QBSUJDMFT
EFDBZJOH JOUP B OFVUSBM QBSUJDMF BOE B DIBSHFE QBSUJDMF MFBWJOH B USBDL JO UIF EFUFDUPS�
य़F Λ+

D JT TVDI B DBTDBEF DBOEJEBUF� #FGPSF EBUB BOBMZTFT BSF QPTTJCMF DBMJCSBUJPOT OFFE
UP CF QFSGPSNFE JO BMM TUFQT PG UIF SFDPOTUSVDUJPO� य़F SFTVMUT PG UIJT QSPDFEVSF BSF
"OBMZTJT 0CKFDU %BUB UBCMFT 	"0%T
 TUPSJOH JOGPSNBUJPO BCPVU UIF DBTDBEF PCKFDUT� .PSF
JOGPSNBUJPO PO UIJT DBO CF GPVOE JO <৽ਂ>�

����� &WFOU BOE 5SBDL 4FMFDUJPO

'PS B QIZTJDT BOBMZTJT FWFOUT IBWF UP CF TFMFDUFE� य़F EBUB FWFOUT TFMFDUFE GPS UIJT
BOBMZTJT BSF GSPN -)$ 3VO ৼ DPMMFDUFE XJUI UIF "-*$& EFUFDUPS JO Qۗ1C DPMMJTJPOT BU
√
s// = 5.025F7 JO ৼ৺৻� य़F FWFOUT XFSF SFDPSEFE XJUI B NJOJNVN�CJBT 	.#
 USJHHFS�

य़JT USJHHFS OFFET B DPJODJEFOU TJHOBM JO CPUI 7;&30 EFUFDUPST BCPWF B DFSUBJO UISFTI�
PME� 5P SFKFDU CBDLHSPVOE FWFOUT GSPN NBDIJOF�JOEVDFE CFBN�HBT JOUFSBDUJPOT B UJNJOH
TFMFDUJPO JT BQQMJFE CBTFE PO UIF TJHOBM GSPN UIF 7;&30 BOE ;FSP %FHSFF $BMPSJNFUFS
	;%$
 EFUFDUPS� 'PS UIF BOBMZTJT POMZ FWFOUT XJUI B [�DPPSEJOBUF PG UIF SFDPOTUSVDUFE
QSJNBSZ WFSUFY |W[| < 10 DN XJUI SFTQFDU UP UIF OPNJOBM JOUFSBDUJPO QPJOU BSF UBLFO JOUP
BDDPVOU� य़JT JT EPOF UP BTTVSF B VOJGPSN EFUFDUPS BDDFQUBODF� *O BEEJUJPO BMTP FWFOUT
XJUI NVMUJQMF JOUFSBDUJPO WFSUJDFT TP�DBMMFE QJMFVQ FWFOUT BSF SFKFDUFE� 'PS Qۗ1C DPM�
MJTJPOT BO BMHPSJUIN DBO SFNPWF QJMFVQ FWFOUT CBTFE PO UIF SFDPOTUSVDUFE USBDLT XJUI
UIF 51$ BOE *54 <৽ਂ>� *O UPUBM BCPVU ৺৺ NJMMJPO .#�USJHHFSFE FWFOUT BSF TFMFDUFE� य़F
DPSSFTQPOEJOH JOUFHSBUFE MVNJOPTJUZ JT LJOU = 287µC−1(±3.7�) BOE DBMDVMBUFE VTJOH
UIF WJTJCMF DSPTT TFDUJPO NFBTVSFE JO WBO EFS .FFS TDBOT <৻>�
य़F .$ TJNVMBUFE TJHOBM DBOEJEBUFT BSF UBLFO GSPN FWFOUT HFOFSBUFE VTJOH 1:5)*" 6

<ৼ> XJUI UIF 1FSVHJBৼ৺৻৻ UVOF <৽>� 'PS FWFOUT XJUI NPSF UIBO POF CJOBSZ DPMMJTJPO
BO VOEFSMZJOH FWFOU JT HFOFSBUFE VTJOH )*+*/( <৾>� य़F EFUFDUPS BOE EBUB UBLJOH DPO�
EJUJPOT BSF SFQSPEVDFE JO UIF TJNVMBUJPOT� %JFSFOU .POUF $BSMP 	.$
 TBNQMFT XFSF
VTFE GPS USBJOJOH BOE UFTUJOH PG B #PPTUFE %FDJTJPO 5SFF 	#%5
 NPEFM BOE UP DPNQVUF
UIF SFDPOTUSVDUJPO Fਖ਼DJFODJFT BOE UIF BDDFQUBODF DPSSFDUJPOT� य़F SFBTPO GPS IBWJOH
UXP TFQBSBUF .POUF $BSMP TJNVMBUJPOT JT UIBU UIF UPUBM Fਖ਼DJFODZ XIJDI JT UIF OVNCFS
PG SFDPOTUSVDUFE DBOEJEBUFT BॏFS BQQMZJOH B NBDIJOF MFBSOJOH NPEFM UP EBUB PWFS UIF
HFOFSBUFE DBOEJEBUFT TIPVME OPU CF EFUFSNJOFE GSPN UIF TBNF TFU PG DBOEJEBUFT UIBU
XBT VTFE UP USBJO UIF NPEFM�
5P FOTVSF B HPPE RVBMJUZ PG UIF USBDLT VTFE UP SFDPOTUSVDU UIFΛ+

D  UIF GPMMPXJOH TFMFDUJPO
DSJUFSJB BSF BQQMJFE� 0OF SFRVJSFNFOU JT UIBU UIF OVNCFS PG DMVTUFST JO UIF 51$ EFUFDUPS
VTFE GPS UIF FOFSHZ MPTT EFUFSNJOBUJPO IBT UP CF MBSHFS UIBO ॏZ� य़JT JT EPOF UP BTTVSF
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B HPPE BWFSBHF FOFSHZ MPTT dE/dx SFTPMVUJPO� 'VSUIFSNPSF UIF OVNCFS PG DSPTTFE SPXT
JO UIF 51$ OFFET UP CF BCPWF B NJOJNVN PG 70 SPXT GPS B HPPE USBDL SFDPOTUSVDUJPO�
*O PSEFS UP BTTVSF B VOJGPSN EFUFDUPS BDDFQUBODF UIF QTFVEPSBQJEJUZ PG UIF EBVHIUFS
USBDLT IBT UP CF XJUIJO B SBOHF PG |η| < 0.8 TJODF UIF DFOUSBM CBSSFM EFUFDUPST DPWFS B
QTFVEPSBQJEJUZ SBOHF PG |η| < 0.9�

����� Λ+
D 3FDPOTUSVDUJPO XJUI UIF ,'1BSUJDMF 1BDLBHF

4JODF UIF ,'1BSUJDMF QBDLBHF XIJDI JT EFTDSJCFE JO TFDUJPO ৽�৻ JT FNQMPZFE JO UIJT BOBM�
ZTJT DBTDBEF PCKFDU DBOEJEBUFT BSF TFMFDUFE BOE UIF SFDPOTUSVDUJPO PG UIF Λ+

D → Q,0
4

JT QFSGPSNFE� *U TUBSUT XJUI UIF GPSNBUJPO PG B ,0
4 → π+π− DBOEJEBUF SFDPOTUSVDUFE

GSPN UXP PQQPTJUF�TJHO DIBSHFE QJPO DBOEJEBUF USBDLT KPJOJOH JO B OFVUSBM EFDBZ WFSUFY
XIJDI TIPVME CF EJTQMBDFE GSPN UIF QSJNBSZ WFSUFY� 5P GPSN B Λ+

D UIF ,0
4 JT DPNCJOFE

XJUI B QSPUPO�DBOEJEBUF USBDL� 5XP DPOTUSBJOUT BSF BQQMJFE JO UIF SFDPOTUSVDUJPO� य़F
NBTT PG UIF ,0

4 JT DPOTUSBJOFE UP UIF NBTT MJTUFE CZ UIF 1%( <৾> BOE UIF Λ+
D JT SFRVJSFE UP

QPJOU CBDL UP UIF QSJNBSZ WFSUFY� 1IZTJDBM UPQPMPHJDBM BOE 1*% RVBOUJUJFT PG UIF NPUIFS
QBSUJDMF BOE EBVHIUFS QBSUJDMFT BSF PCUBJOFE BOE TUPSFE JO EBUB UBCMFT� य़FTF UBCMFT BSF
VTFE GPS GVSUIFS BOBMZTJT QFSGPSNFE JO UIJT UIFTJT�

��� .BDIJOF -FBSOJOH

य़F TFQBSBUJPO CFUXFFO TJHOBM BOE CBDLHSPVOE DBO CF PQUJNJTFE VTJOH #PPTUFE %FDJ�
TJPO 5SFFT� य़F CBTJD DPODFQU JT EFTDSJCFE JO TFDUJPO ৽�ৼ� *O UIJT BOBMZTJT UIF BMHPSJUIN
9(#PPTU <৾> XBT VTFE� 8JUI UIF NBDIJOF MFBSOJOH BQQSPBDI NVMUJQMF TFMFDUJPO DSJUFSJB
BSF DPNCJOFE JOUP B TJOHMF SFTQPOTF WBSJBCMF� य़JT JT EJFSFOU UP UIF USBEJUJPOBM NFUIPE
XIFSF SFDUBOHVMBS TFMFDUJPOT BSF BQQMJFE GPS WBSJPVT DSJUFSJB TFQBSBUFMZ� "ॏFS UIF BQQMJ�
DBUJPO PG B USBJOFE #%5 NPEFM UP UIF GVMM EBUB TBNQMF B TFMFDUJPO JO UIF SFTQPOTF DBO CF
PQUJNJTFE UP TFQBSBUF TJHOBM GSPN CBDLHSPVOE� " NPEFM JT USBJOFE GPS FBDI USBOTWFSTF
NPNFOUVN JOUFSWBM TFQBSBUFMZ XJUI B HJWFO TBNQMF PG TJHOBM BOE CBDLHSPVOE EBUB� य़F
TJHOBM JT UBLFO GSPN TJNVMBUFE FWFOUT� 'PS UIF USBJOJOH POMZ QSPNQUΛ+

D TJHOBM DBOEJEBUFT
BSF TFMFDUFE BOE UIPTF UIBU BSF QSPEVDFE JO B EFDBZ PG B QBSUJDMF DPOUBJOJOH B CFBVUZ RVBSL
BSF OPU VTFE TJODF UIFZ DBO IBWF B EJFSFOU WFSUFY EFDBZ UPQPMPHZ� य़F CBDLHSPVOE JT
TFMFDUFE GSPN B GSBDUJPO PG SFBM EBUB DBOEJEBUFT XJUI UIF SFRVJSFNFOU UIBU UIF JOWBSJBOU
NBTT PG UIF Λ+

D JT FJUIFS TNBMMFS UIBO 2.23(F7/c2 PS MBSHFS UIBO 2.34(F7/c2 UP FOTVSF
UIBU UIF TJHOBM SFHJPO JT FYDMVEFE� य़F QSPQPSUJPO PG TJHOBM UP CBDLHSPVOE DBOEJEBUFT
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5BCMF ৾�৻� /VNCFS PG TJHOBM 	4
 BOE CBDLHSPVOE 	#
 DBOEJEBUFT GPS UIF #%5 USBJOJOH BOE
UFTUJOH

p5 ࢬ�ࢫ ࢭ�ࢬ ࢮ�ࢭ ࢯ�ࢮ ࢰ�ࢯ ࢱ�ࢰ ࢳ�ࢱ ࢭࢬ�ࢳ ࢯࢭ�ࢭࢬ
	(F7/c

4 ৻৺৻ ਁ৽ਂ৺ ৾৾৻৺ ৾ਂ৺ਃ৺ ৼਂਁਃ৻ ৻ਂ৺ ৻ਃ৺ਃ ਂ৽৽ ৼ৻৾
# ৻৺ৼ৻ৼৼ ৻৾ਁਁৼ৺ ৻ৼਂਂৼ৺ ਃ৻ਂ৺ ਁਂৼ ৽৽৻৺ ৽৻ਂ৻ਂ ৻ਁৼ ৼ৻৾

JT 1 : 2� " QSPQPSUJPO 1 : 1 XPVME CF UIF OBUVSBM DIPJDF JG FOPVHI USBJOJOH DBOEJEBUFT
XFSF BWBJMBCMF GPS B HPPE USBJOJOH QFSGPSNBODF� )PXFWFS TJODF UIF OVNCFS PG TJHOBM
DBOEJEBUFT JT MJNJUFE CZ UIF BWBJMBCMF .$ TBNQMF BOE UIF OVNCFS PG CBDLHSPVOE DBOEJ�
EBUFT GSPN EBUB JT NVDI MBSHFS UIF CBDLHSPVOE GSBDUJPO JT EPVCMFE� "O FYDFQUJPO JT UIF
USBOTWFSTF NPNFOUVN SBOHF BCPWF 12(F7/c XIFSF UIF CBDLHSPVOE DBOEJEBUFT XPVME
FYDFFE B GSBDUJPO PG 10� PG UIF GVMM EBUB TBNQMF UIFSF UIF QSPQPSUJPO JT 1 : 1� 5BCMF ৾�৻
QSPWJEFT BO PWFSWJFX PG UIF UPUBM OVNCFS PG USBJOJOH QMVT UFTUJOH DBOEJEBUFT QFS USBOT�
WFSTF NPNFOUVN JOUFSWBM� य़F EBUB TFU JT UIFO SBOEPNMZ EJWJEFE JOUP UXP QBSUT XIFSF
POF QBSU JT VTFE GPS UIF USBJOJOH PG UIF NPEFM BOE UIF TFDPOE QBSU GPS UFTUJOH PG UIF NPEFM
QFSGPSNBODF�

����� 5SBJOJOH 7BSJBCMFT

य़F#%5 USBJOJOH WBSJBCMFT DBO CF UPQPMPHJDBM QSPQFSUJFT PG UIF QBSUJDMFT PS 1*% WBSJBCMFT�
8IFO DIPPTJOH UIFTF DMBTTJDBUJPO DSJUFSJB B GFX UIJOHT IBWF UP CF UBLFO JOUP BDDPVOU�
0OF PG UIFN JT UIBU XJUI BO JODSFBTJOH OVNCFS PG DSJUFSJB UIF NPEFM HBJOT QFSGPSNBODF
JO TJHOBM BOE CBDLHSPVOE TFQBSBUJPO CVU BMTP DPNQMFYJUZ� य़JT DBO MFBE UP PWFSUSBJOJOH
XIJDI CFDPNFT WJTJCMF JO B MBSHF EJFSFODF CFUXFFO UIF QFSGPSNBODF PG UIF USBJOJOH BOE
UIF UFTU TFU� य़VT POMZ UIF DSJUFSJB XJUI UIF MBSHFTU JNQBDU PO UIF NPEFM QFSGPSNBODF
TIPVME CF JODMVEFE IPXFWFS TUJMM QSPWJEJOH B TFMFDUJWF .- NPEFM� *O PSEFS UP TFMFDU
UIF PQUJNBM WBSJBCMFT UIBU JOUSPEVDF UIF MBSHFTU HBJO UP UIF #%5 QFSGPSNBODF B NPEFM
JT USBJOFE BEEJOH BMM BWBJMBCMF WBSJBCMFT DMBTTJGZJOH UIF Λ+

D  UIF ,0
4 BOE UIF QSPUPO� य़FZ

DBO CF PSEFSFE BDDPSEJOH UP UIFJS SBOLJOH PG GFBUVSF JNQPSUBODF XIJDI JT UIF BWFSBHF
JNQBDU PO UIF NPEFM PVUQVU�
'VSUIFSNPSF B॒FOUJPO IBT UP CF QBJE UP QPTTJCMF DPSSFMBUJPOT CFUXFFO UIF USBJOJOH WBSJ�
BCMF BOE UIF PCTFSWBCMF XIJDI JT JO UIJT DBTF UIF NBTT PG UIF Λ+

D � *G B DPSSFMBUJPO PDDVST
JO UIF CBDLHSPVOE UIF OBUVSBM TIBQF PG UIF JOWBSJBOU NBTT TQFDUSVN DBO CF NPEJFE�
य़JT MFBET UP BO BSUJDJBM FOIBODFNFOU PS SFEVDUJPO JO UIF FYUSBDUFE TJHOBM� 0O UIF PUIFS
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 	D


'JHVSF �ࢬ�ࢯ 5PQPMPHJDBM WBSJBCMFT DIBSBDUFSJTJOH UIF QSPUPO LBPO BOE Λ+
D � 	B


1PJOUJOH BOHMF 	1"
 PG UIFΛ+
D  	C
 *NQBDU QBSBNFUFS E0 PG UIF QSPUPO XJUI SFTQFDU

UP UIF QSJNBSZ WFSUFY 	D
 %FDBZ MFOHUI cτ PG UIF ,0
4�

IBOE DPSSFMBUJPOT CFUXFFO EJFSFOU USBJOJOH WBSJBCMFT DBO CF FYQMPJUFE GPS UIF TJHOBM
BOE CBDLHSPVOE TFQBSBUJPO JG UIFZ PDDVS JO UIF TJHOBM CVU OPU JO UIF CBDLHSPVOE PS WJDF
WFSTB�
6OEFS DPOTJEFSBUJPO PG UIF DPSSFMBUJPOT BOE UIF GFBUVSF JNQPSUBODF UIF USBJOJOH WBSJ�
BCMFT BSF DIPTFO� 0OF USBJOJOH WBSJBCMF JT UIF 1*% PG UIF QSPUPO VTJOH UIF DPNCJOFE
CBZFTJBO QSPCBCJMJUZ XIJDI JT UIF DSJUFSJPO XJUI UIF MBSHFTU GFBUVSF JNQPSUBODF� य़F SFM�
BUJWF GFBUVSF JNQPSUBODF PG B WBSJBCMF DBO CF RVBOUJFE JO QFSDFOU BT XJMM CF TIPXO MBUFS
JO UIJT DIBQUFS� य़F WBSJBCMF XIJDI IBT UIF TFDPOE MBSHFTU JNQBDU PO UIF NPEFM PVUQVU JT
UIF χ2

UPQP//%' UIBU FTUJNBUFT UIF QSPCBCJMJUZ PG UIF IZQPUIFTJT UIBU UIFΛ+
D XBT QSPEVDFE

BU UIF QSJNBSZ WFSUFY� य़JT WBSJBCMF JT PCUBJOFE JO UIF ,' SFDPOTUSVDUJPO BOE JT EFOFE
JO TFDUJPO ৽�৻� 'PS USVF Λ+

D UIF SFEVDFE DIJ�TRVBSFE PG UIF U UP UIF QSJNBSZ WFSUFY JT
FYQFDUFE UP CF TNBMMFS UIBO GPS CBDLHSPVOE� "OPUIFS UPQPMPHJDBM WBSJBCMF DIBSBDUFSJT�
JOH UIF DBOEJEBUF JT UIF 1PJOUJOH "OHMF 	1"
� य़F 1" JT EFOFE BT UIF BOHMF CFUXFFO UIF
NPNFOUVN WFDUPS PG B QBSUJDMF BOE UIF MJOF DPOOFDUJOH JUT QSPEVDUJPO BOE EFDBZ WFSUFY
WJTVBMJTFE JO HVSF ৾�৻B� *O BEEJUJPO UIF JNQBDU QBSBNFUFS PG UIF QSPUPO USBDL JO UIF
USBOTWFSTF QMBOF E0 XJUI SFTQFDU UP UIF QSJNBSZ WFSUFY JT VTFE TIPXO JO HVSF ৾�৻C�
4JODF UIF Λ+

D JT B WFSZ TIPSU�MJWFE QBSUJDMF UIF EJTQMBDFNFOU CFUXFFO UIF QSJNBSZ WFSUFY
BOE JUT EFDBZ WFSUFY JT POMZ cτ = 60.7µN PO BWFSBHF <৾>� य़VT UIF JNQBDU QBSBNFUFS PG
UIF QSPUPO USBDL UP UIF QSJNBSZ WFSUFY JT FYQFDUFE UP CF TNBMM GPS USVF Λ+

D � "T B QSPQFSUZ

ৼਁ



$)"15&3 ৾� %"5" "/"-:4*4

'JHVSF �ࢭ�ࢯ 4JHOBM BOE CBDLHSPVOE EJTUSJCVUJPO PG UIF TFMFDUFE USBJOJOH WBSJBCMFT�
DPNCJOFE CBZFTJBO 1*% QSPCBCJMJUZ PG UIF QSPUPO χ2//%' 	DIJ
 BOE 1PJOUJOH "O�
HMF 	1"
 PG UIF Λ+

D UP UIF QSJNBSZ WFSUFY JNQBDU QBSBNFUFS PG UIF QSPUPO UP UIF
17 	E0
 BOE MJGFUJNF PG UIF LBPO 	cτ 
 JO UIF p5 JOUFSWBM CFUXFFO 1 BOE 2(F7/c� N
JT UIF NBTT EJTUSJCVUJPO PG UIF DBOEJEBUFT DPOTJEFSFE GPS TJHOBM BOE CBDLHSPVOE�

PG UIF ,0
4 JUT EFDBZ MFOHUI JT JODMVEFE TFF HVSF ৾�৻D�

य़F TJHOBM BOE CBDLHSPVOE EJTUSJCVUJPO PG BMM DIPTFO WBSJBCMFT JT TIPXO JO HVSF ৾�ৼ�
'PS B HPPE TJHOBM BOE CBDLHSPVOE TFQBSBUJPO B EJFSFODF CFUXFFO UIF UXP EJTUSJCVUJPOT
JT EFTJSFE� य़JT JT USVF GPS UIF DIPTFO USBJOJOH WBSJBCMFT� )FSF UIF EJTUSJCVUJPO PG UIF
DPNCJOFE CBZFTJBO 1*% QSPCBCJMJUZ PG UIF QSPUPO JT PG QBSUJDVMBS JOUFSFTU TIPXO JO UIF
UPQ MFॏ QBOFM PG ৾�ৼ� य़F TJHOBM EJTUSJCVUJPO TIPXT UIBU NPTU TJHOBM DBOEJEBUFT IBWF B
IJHI QSPCBCJMJUZ DMPTF UP 1� य़PTF BSF UIF USBDLT XJUI B NFBTVSFNFOU JO UIF 50' EFUFDUPS
BOE JO UIF 51$� 1SPUPO USBDLT NFBTVSFE POMZ JO UIF 51$ IBWF MPXFS QSPCBCJMJUJFT� " TFD�
POE QFBL BSPVOE 0.2 FNFSHFT GSPN QSPUPO USBDLT UIBU BSF POMZ NFBTVSFE JO UIF 51$ BOE
IBWF B p5 > 1(F7�c� *O UIF SFMBUJWJTUJD SJTF PG UIF dE/dx EJTUSJCVUJPO QBSUJDMF TQFDJFT
BSF OPU QFSGFDUMZ JTPMBUFE BOZNPSF MFBEJOH UP BO FRVBMMZ TIBSFE QSPCBCJMJUZ BNPOH WF
QBSUJDMF TQFDJFT� य़F VQQFS SJHIU QMPU TIPXT UIF TJHOBM BOE CBDLHSPVOE EJTUSJCVUJPO PG
UIF QPJOUJOH BOHMF PG UIF Λ+

D JO UIF SBOHF GSPN 0 UP π� य़F NJEEMF MFॏ QBOFM PG 'JH� ৾�ৼ
TIPXT UIF χ2

UPQP//%'� #Z UBLJOH B DMPTFS MPPL BU UIF SBOHF GSPN 0 UP 5 JU CFDPNFT WJTJCMF
UIBU UIF TJHOBM IBT B QFBL BU TMJHIUMZ MPXFS WBMVFT UIBO UIF CBDLHSPVOE EJTUSJCVUJPO� य़F
EFDBZ MFOHUI PG UIF LBPO JT TIPXO JO UIF NJEEMF SJHIU QBOFM BOE UIF JNQBDU QBSBNFUFS
PG UIF QSPUPO JO UIF CP॒PN MFॏ QBOFM� य़F NBTT PG UIF Λ+

D JT OPU B USBJOJOH WBSJBCMF�
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	B
 #BDLHSPVOE 	C
 4JHOBM

'JHVSF �ࢮ�ࢯ $PSSFMBUJPO NBUSJY JO UIF USBOTWFSTF NPNFOUVN SBOHF 1 < p5 <
2(F7/c�

)PXFWFS JU JT JODMVEFE JO UIJT HVSF UP TIPX UIF EJTUSJCVUJPO PG UIF TJHOBM GSPN .$ BOE
UIF CBDLHSPVOE EJTUSJCVUJPO UBLFO GSPN UIF TJEFCBOET JO EBUB�
'JHVSF ৾�৽B TIPXT UIF DPSSFMBUJPO NBUSJY CFUXFFO UIF DMBTTJDBUJPO DSJUFSJB GPS UIF

CBDLHSPVOE BOE HVSF ৾�৽C GPS UIF TJHOBM� "T EFTJSFE UIFSF JT OP DPSSFMBUJPO CFUXFFO
UIF USBJOJOH WBSJBCMFT BOE UIF NBTT PG UIF Λ+

D PCTFSWFE JO UIF CBDLHSPVOE� 1BSUJDV�
MBSMZ VTFGVM GPS B TJHOBM BOE CBDLHSPVOE TFQBSBUJPO DPVME CF UIF DPSSFMBUJPO CFUXFFO UIF
χ2
UPQP//%' BOE UIF 1*% PG UIF QSPUPO BT XFMM BT UIF EFDBZ MFOHUI PG UIF LBPO� #PUI BSF

WJTJCMF JO UIF CBDLHSPVOE CVU OPU JO UIF TJHOBM�

����� )ZQFSQBSBNFUFST

)ZQFSQBSBNFUFST BSF QBSBNFUFST JO NBDIJOF MFBSOJOH UIBU DPOUSPM UIF MFBSOJOH QSPDFTT�
य़F TFU PG IZQFSQBSBNFUFST JT PQUJNJTFE XJUI B CBZFTJBO PQUJNJTBUJPO QSPDFEVSF UP PC�
UBJO UIF CFTU QFSGPSNBODF GSPN UIF BMHPSJUIN� *O UIJT BQQSPBDI B QSFEFOFE TQBDF PG
QBSBNFUFST JT TDBOOFE JO BO JUFSBUJWF QSPDFEVSF� *O DPOUSBTU UP B SBOEPN PS HSJE MJLF
TFBSDI UIF CBZFTJBO BQQSPBDI DPOTJEFST QBTU FWBMVBUJPOT XIFO DIPPTJOH UIF OFYU TFU�
*O PSEFS UP UFTU UIF QBSBNFUFST B DSPTT WBMJEBUJPO NFUIPE DBMMFE L�GPME <> JT VTFE�
'PS UIJT UIF PSJHJOBM EBUB TBNQMF JT TQMJU JOUP L GPMET XIFSF L−1 GPMET BSF VTFE GPS UIF
PQUJNJTBUJPO BOE POF GPS UFTUJOH� "ॏFS FBDI UFTU PG B IZQFSQBSBNFUFS TFU UIF GPMET BSF
QFSNVUFE BOE UIF SFTVMU JT PCUBJOFE BT UIF NFBO WBMVF PG BMM QFSNVUBUJPOT� य़F IZQFS�
QBSBNFUFS TQBDF IBT UP CF DIPTFO DBSFGVMMZ UP BWPJE PWFSUSBJOJOH� "O JNQPSUBOU BTQFDU
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5BCMF ৾�ৼ� 0QUJNJTFE )ZQFSQBSBNFUFST
p5 	(F7/c
 0− 1 1− 2 2− 3 3− 4 4− 5 5− 6 6− 8 8− 12 12− 24

MFBSOJOH 0.07 0.08 0.06 0.08 0.06 0.08 0.06 0.09 0.08
NBY� EFQUI 2 3 3 3 3 2 2 2 2
FTUJNBUPST 773 769 775 774 775 772 771 772 760

XIFO DIPPTJOH UIF QBSBNFUFS SBOHFT GPS UIF PQUJNJTBUJPO JT UIBU UIF BMHPSJUIN TIPVME
OPU BMXBZT DPOWFSHF UP UIF MPXFS PS VQQFS FEHF PG UIF HJWFO SBOHF CFDBVTF JO UIBU DBTF
UIF PQUJNBM TFU JT PVUTJEF PG UIF HJWFO SBOHF�
*O UIJT BOBMZTJT POF PG UIF PQUJNJTFE QBSBNFUFST JT UIF NBYJNVN EFQUI PG B USFF� " MBSHF
USFF EFQUI NBLFT B NPEFM NPSF DPNQMFY BOE B MPU PG NFNPSZ JT DPOTVNFE XIFO USBJO�
JOH B EFFQ USFF� " USFF EFQUI PG 4 BOE MBSHFS XBT FWBMVBUFE� )PXFWFS UIF PQUJNJTBUJPO
UFOET UP TFMFDU MBSHF USFF EFQUIT BMUIPVHI UIF NPEFM JT UIFO PWFSUSBJOFE� य़JT JT XIZ UIF
SBOHF GPS PQUJNJTBUJPO JT TFMFDUFE DPOTFSWBUJWFMZ UP CF 1 UP 3 BU USBOTWFSTF NPNFOUB JO
UIF 1 − 5(F7/c SBOHF BOE 1 UP 2 CFMPX 1(F7/c BOE BCPWF 5(F7/c SFTQFDUJWFMZ XIFSF
UIF OVNCFS PG USBJOJOH DBOEJEBUFT JT TNBMMFS�
"OPUIFS QBSBNFUFS JT UIF MFBSOJOH SBUF� "ॏFS FBDI CPPTUJOH TUFQ UIF GFBUVSF XFJHIUT
BSF BEKVTUFE BDDPSEJOH UP UIF MFBSOJOH SBUF UP NBLF UIF QSPDFTT NPSF DPOTFSWBUJWF BOE
BWPJE PWFSUSBJOJOH� य़F HJWFO SBOHF JT GSPN 0.01 UP 0.1� 5ZQJDBMMZ B EFGBVMU WBMVF PG 0.3
JT TFU JO 9(#PPTU CVU UIF PQUJNJTBUJPO PG UIF IZQFSQBSBNFUFST GPS UIF HJWFO USBJOJOH TFU
SFTVMUFE JO WBMVFT CFUXFFO 0.06 BOE 0.08� य़F MBTU PQUJNJTFE QBSBNFUFS JT UIF OVNCFS PG
FTUJNBUPST XIJDI DPSSFTQPOET UP UIF OVNCFS PG USFFT� 4JODF UIF EFQUI GPS FBDI USFF JT
SBUIFS TNBMM NBOZ USFFT BSF TFMFDUFE JO UIF BMHPSJUIN� य़F SBOHF JT WBSJFE CFUXFFO 150

BOE 1000 GPS UIF PQUJNJTBUJPO� 5BCMF ৾�ৼ TIPXT UIF TFU PG PQUJNJTFE QBSBNFUFST GPS FBDI
p5 JOUFSWBM�

����� .BDIJOF -FBSOJOH .PEFMT

" #%5 NPEFM JT USBJOFE GPS FBDI p5 JOUFSWBM TFQBSBUFMZ� "ॏFS UIF NPEFM XBT USBJOFE
XJUI IBMG PG UIF BWBJMBCMF DBOEJEBUFT JU JT BQQMJFE UP UIF UFTU TFU� *G UIF QFSGPSNBODF JT
PQUJNBM UIF NPEFM TIPVME OFJUIFS CF PWFSUSBJOFE OPS VOEFSUSBJOFE BOE UIF EFWJBUJPO
CFUXFFO USBJOJOH TFU BOE UFTU TFU TIPVME CF OFHMJHJCMF� य़JT DBO CF WFSJFE XJUI UIF
MFBSOJOH DVSWFT TIPXO JO 'JH� ৾�৾� *U TIPXT UIF 3PPU�.FBO�4RVBSF &SSPS 	3.4&
 XIJDI
JT UIF EJFSFODF CFUXFFO UIF WBMVF QSFEJDUFE CZ UIF NPEFM BOE UIF PCTFSWFE POF BT B
GVODUJPO PG UIF USBJOJOH TFU TJ[F GPS UIF USBJOJOH TFU 	SFE MJOF
 BOE UIF UFTU TFU 	CMVF MJOF
�
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'JHVSF �ࢯ�ࢯ -FBSOJOH DVSWFT PG UIF USBJOJOH TFU BOE UFTU TFU JO UIF p5 JOUFSWBM
1 − 2(F7/c� य़F 3.4& PG UIF USBJOJOH TFU 	SFE
 BOE UFTU TFU 	CMVF
 BSF TIPXO BT

B GVODUJPO PG UIF USBJOJOH TFU TJ[F�

"T FYQFDUFE XIFO POMZ GFX JOTUBODFT BSF UBLFO JOUP BDDPVOU GPS UIF USBJOJOH UIF U
EFTDSJCFT UIF EBUB XFMM BOE UIF FSSPS 	SFE MJOF
 JT DMPTF UP [FSP� "T BO FYBNQMF POF DPVME
JNBHJOF UIF FYUSFNF DBTF PG ॒JOH UXP QPJOUT XJUI B U GVODUJPO� य़F FSSPS PO UIF U
XPVME CF 0� 8IFO NPSF USBJOJOH JOTUBODFT BSF BEEFE UP UIF U UIF VDUVBUJPOT JODSFBTF
BOE XJUI UIBU BMTP UIF 3.4&� 'PS UIF MFBSOJOH DVSWF PG UIF USBJOJOH TFU TIPXO JO 'JH� ৾�৾
UIF 3.4& TFFNT UP TUBCJMJTF BU TFU TJ[FT MBSHFS UIBO 20000� य़VT UIF NPEFM QFSGPSNBODF
JNQSPWFT XIFO JODSFBTJOH UIF USBJOJOH TFU TJ[F XIJDI MFBET UP B CF॒FS EFTDSJQUJPO PG UIF
EBUB� य़JT JNQSPWFNFOU JO UIF NPEFM QFSGPSNBODF JT SFFDUFE CZ B HPPE EFTDSJQUJPO PG
UIF WBMJEBUJPO EBUB XIFSF UIF FSSPS EFDSFBTFT 	CMVF MJOF
� *O B XFMM USBJOFE NPEFM CPUI
DVSWFT TIPVME DPOWFSHF UP UIF TBNF WBMVF�
"OPUIFS NFUIPE UP DPOUSPM BOE WBMJEBUF UIF NPEFM QFSGPSNBODF JT UIF TP�DBMMFE 30$�
"6$ DVSWF� 30$ JT UIF TIPSU UFSN GPS 3FDFJWFS 0QFSBUJOH $IBSBDUFSJTUJDT BOE JU EJTQMBZT
UIF NPEFM QFSGPSNBODF BU WBSJPVT DMBTTJDBUJPO WBMVFT� 'JHVSF ৾� TIPXT UIF DVSWFT GPS
UIF USBJOFE NPEFM JO UIF p5 JOUFSWBM 1 − 2(F7/c� )FSF UIF 5SVF 1PTJUJWF 3BUF 	513
 JT
TIPXO BT B GVODUJPO PG UIF 'BMTF 1PTJUJWF 3BUF 	'13
� 513 JT EFOFE BT UIF USVF QPTJUJWFT
PWFS UIF USVF QPTJUJWFT QMVT GBMTF OFHBUJWFT BOE '13 JT EFOFE BT UIF GBMTF QPTJUJWFT PWFS
UIF GBMTF QPTJUJWFT QMVT UIF USVF OFHBUJWFT� य़F USVF BOE GBMTF QPTJUJWFT BOE OFHBUJWFT BSF

৽৻



$)"15&3 ৾� %"5" "/"-:4*4

'JHVSF �ࢰ�ࢯ 30$�"6$ DVSWFT GPS UIF USBJOJOH TFU BOE UFTU TFU JO UIF SBOHF
1 < p5 < 2 (F7/c�

UIF QPTTJCMF SFTVMUT XIFO BQQMZJOH B DMBTTJDBUJPO UP B UFTU TFU� "T BO FYBNQMF UIF SFTVMU
XPVME CF USVF QPTJUJWF JG UIF BMHPSJUIN DMBTTJFT B DBOEJEBUF BT TJHOBM JO UIF UFTUFE TFU BOE
JU JT USVMZ TJHOBM CVU JU XPVME CF GBMTF QPTJUJWF JG UIF BMHPSJUIN DMBTTJFT JU BT TJHOBM GPS UIF
UFTU TFU XIJMF UIF SFBMJUZ JT CBDLHSPVOE <>� 5ZQJDBMMZ UIF NPEFM QFSGPSNBODF TIPVME
CF NFBTVSFE GPS BMM DMBTTJDBUJPO WBMVFT� य़JT DBO CF DPNCJOFE JO UIF "SFB 6OEFS UIF
30$ $VSWF 	"6$
� *U JT JOUFSQSFUFE BT UIF QSPCBCJMJUZ UIBU UIF NPEFM QSFEJDUJPO DMBTTJFT
B USVF QPTJUJWF DPSSFDUMZ� *G UIF QSFEJDUJPO XPVME CF XSPOH JO BMM DBTFT UIF BSFB VOEFS UIF
DVSWF XPVME CF [FSP BOE POF JG UIF QSFEJDUJPO JT BMXBZT SJHIU� य़F EBTIFE MJOF EJTQMBZT
UIF NBSL PG 50� XIFSF UIF NPEFM QSFEJDUJPO JT SJHIU JO IBMG PG UIF DBTFT� 'PS B XFMM
USBJOFE NPEFM UIF BSFB VOEFS UIF DVSWF TIPVME CF MBSHF CVU UIF EFWJBUJPO CFUXFFO UIF
USBJOJOH TFU BOE UFTU TFU TIPVME CF TNBMM�
य़F SFTVMUJOH NPEFM JT SFQPSUFE JO UIF MFॏ QBOFM PG HVSF ৾�� *U TIPXT UIF TDBMFE

TJHOBM JO SFE BOE CBDLHSPVOE JO CMVF BT B GVODUJPO PG UIF #%5 PVUQVU QSPCBCJMJUZ GPS UIF
USBJOJOH BOE UFTU TFU� " QFSGFDU NPEFM XIJDI EFQFOET PO UIF WBSJBCMFT UIBU BSF VTFE GPS
UIF DMBTTJDBUJPO XPVME DPNQMFUFMZ TFQBSBUF TJHOBM BU IJHI QSPCBCJMJUJFT BOE CBDLHSPVOE
BU MPX QSPCBCJMJUJFT� "॒FOUJPO IBT UP CF QBJE UIBU UIF WBMJEBUJPO EBUB TBNQMF SFQSFTFOUFE
CZ UIF CMVF BOE SFE NBSLFST JO 'JH� ৾� EPFT OPU EFWJBUF TJHOJDBOUMZ GSPN UIF USBJOJOH
TFU CVU JU TIPVME BMTP OPU GPMMPX VDUVBUJPOT JO UIF USBJOJOH TFU EJTUSJCVUJPO� य़F QFBLJOH
TJHOBM BU #%5 QSPCBCJMJUJFT MBSHFS UIBO 90� XBT JOWFTUJHBUFE UP SFTVMU GSPN DBOEJEBUFT
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'JHVSF �ࢱ�ࢯ -Fॏ� .BDIJOF MFBSOJOH NPEFM XJUI UIF TJHOBM EJTUSJCVUJPO JO SFE
BOE UIF CBDLHSPVOE EJTUSJCVUJPO JO CMVF GPS UIF USBJOJOH BOE UFTU TFU� 3JHIU�
'FBUVSF *NQPSUBODF PG UIF DMBTTJDBUJPO DSJUFSJB� #PUI BSF TIPXO GPS UIF SBOHF

1 < p5 < 2 (F7/c�

XJUI B WFSZ IJHI DPNCJOFE CBZFTJBO 1*% QSPCBCJMJUZ PG UIF QSPUPO� य़JT JOWFTUJHBUJPO
XBT QFSGPSNFE CZ DIPPTJOH DBOEJEBUFT XJUI B IJHI #%5 QSPCBCJMJUZ BOE MPPLJOH BU UIF
DPSSFTQPOEJOH EJTUSJCVUJPOT PG UIF EJFSFOU USBJOJOH WBSJBCMFT� य़F JNQPSUBODF PG UIF
DMBTTJDBUJPO DSJUFSJB JT PSEFSFE JO B SBOLJOH JO UIF SJHIU QBOFM PG HVSF ৾� GSPN NPTU
JNQPSUBOU PO UIF UPQ UP MFBTU JNQPSUBOU PO UIF CP॒PN� *NQPSUBOU NFBOT B MBSHF BWFSBHF
JNQBDU PO UIF NPEFM QFSGPSNBODF�

����� .PEFM GPS 0 < p5 < 1(F7�c

"U USBOTWFSTF NPNFOUB CFMPX 1(F7/c UIF TUSBUFHZ GPS UIF NBDIJOF MFBSOJOH USBJOJOH JT
DIBOHFE� य़F SFBTPO JT UIBU UIF DPSSFDUFE Λ+

D TJHOBM TIPXT MBSHF JOTUBCJMJUJFT JG B NPEFM
JT USBJOFE XJUI UIF TBNF TFMFDUJPO DSJUFSJB BT BU IJHIFS p5� य़JT JOUSPEVDFT B WBSJBUJPO JO
UIF OBM DSPTT TFDUJPO PG BCPVU 50�� य़F UFSN DPSSFDUFE SFGFST UP UIF Fਖ਼DJFODZ DPSSFD�
UJPO UIBU JT QFSGPSNFE CZ BQQMZJOH UIF NPEFM UP B .$ TBNQMF PG QVSF TJHOBM� *G GFBUVSFT
PCTFSWFE JO EBUB BSF OPU SFQSPEVDFE JO UIF HFOFSBUFE DBOEJEBUFT B EJFSFODF JO UIF
Fਖ਼DJFODZ DBO PDDVS� य़F USBJOJOH WBSJBCMF DBVTJOH UIF JOTUBCJMJUZ JO UIJT DBTF XBT JO�
WFTUJHBUFE BOE GPVOE UP CF UIF QBSUJDMF JEFOUJDBUJPO PG UIF QSPUPO� य़F MPTT PG TJHOBM
JO EBUB BOE .$ BT B GVODUJPO PG UIF #%5 QSPCBCJMJUZ XBT PCTFSWFE UP CF EJFSFOU XIFO
UIF 1*% JT VTFE JO UIF USBJOJOH PG UIF NPEFM� य़VT UIF 1*% JT SFNPWFE GSPN UIF USBJOJOH�
4JODF UIJT WBSJBCMF JT JNQPSUBOU GPS UIF TFQBSBUJPO PG TJHOBM BOE CBDLHSPVOE B TFMFDUJPO
JO UIF DPNCJOFE 1*% QSPCBCJMJUZ UP CF MBSHFS UIBO 20� JT BEEFE CFGPSF UIF .- USBJOJOH�
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	B
.BDIJOF MFBSOJOH NPEFM� 	C
 30$ DVSWFT�

'JHVSF �ࢲ�ࢯ #%5 PVUQVU BU p5 TNBMMFS UIBO 1(F7/c

य़JT TFMFDUJPO JT MPX DPNQBSFE UP UIF QSPUPO 1*% TFMFDUJPO PG B #%5 XIJDI XPVME BQQMZ
B TFMFDUJPO PG 40 − 70�� य़F SFTVMUJOH NPEFM JT TIPXO JO HVSF ৾�ਁB� "T FYQFDUFE UIF
TFQBSBUJPO QPXFS CFUXFFO TJHOBM JO SFE BOE CBDLHSPVOE JO CMVF EFDSFBTFT DPNQBSFE UP
UIF NPEFM TIPXO CFGPSF GPS 1 < p5 < 2(F7�c TJODF UIF 1*% WBSJBCMF XJUI UIF MBSHFTU
JNQPSUBODF XBT SFNPWFE� य़JT DBO CF TFFO JO 'JH� ৾�ਁC BT XFMM XIJDI TIPXT BO "SFB
6OEFS UIF 30$ $VSWF PG 0.65 GPS UIF UFTU TFU XIJMF JU XBT BU 0.83 JO UIF HVSF BCPWF GPS
UIF JOUFSWBM 1 < p5 < 2(F7�c�

��� 8PSLJOH 1PJOU %FUFSNJOBUJPO

0ODF B NPEFM IBT CFFO USBJOFE JU JT BQQMJFE UP UIF GVMM EBUB TBNQMF GPS FBDI p5 JOUFSWBM�
" #%5 PVUQVU QSPCBCJMJUZ JT DIPTFO CFMPX XIJDI UIF Λ+

D DBOEJEBUFT BSF SFKFDUFE� *G B
IJHI QSPCBCJMJUZ JT TFMFDUFE UIF TJHOBM QVSJUZ JT MBSHF CVU BU UIF TBNF UJNF UIF Fਖ਼DJFODZ
JT MPX� य़F EFUFSNJOBUJPO PG UIF #%5 QSPCBCJMJUZ TFMFDUJPO TIPVME CF QFSGPSNFE XJUIPVU
MPPLJOH BU UIF TJHOJDBODF PG UIF Λ+

D TJHOBM JO EBUB BT B GVODUJPO PG UIF #%5 QSPCBCJMJUZ
JO PSEFS UP BWPJE CJBTFT JO DIPPTJOH UIF TFMFDUJPO XJUI UIF IJHIFTU TJHOJDBODF IFODF
QPTTJCMZ DIPPTJOH B TUBUJTUJDBM VDUVBUJPO� य़F QSPDFEVSF PG DIPPTJOH UIF #%5 TFMFDUJPO
JT DBMMFE UIF TFBSDI PG UIF 8PSLJOH�1PJOU 	81
� 5P DIPPTF UIF XPSLJOH QPJOU SFHJPO B
QTFVEP�TJHOJDBODF S JT DBMDVMBUFE BOE JU JT EFOFE BT�

S =
s√
s+ b

, 	৾�৻


XJUI UIF TJHOBM s BOE CBDLHSPVOE b� य़F QTFVEP�TJHOJDBODF EJTUSJCVUJPO JT DPNQVUFE
BT B GVODUJPO PG UIF #%5 PVUQVU QSPCBCJMJUZ� *U JT DBMDVMBUFE VTJOH B QTFVEP TJHOBM UBLFO
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'JHVSF �ࢳ�ࢯ 1TFVEP�TJHOJDBODF BT B GVODUJPO PG UIF #%5 QSPCBCJMJUZ� -Fॏ� GPS UIF
SBOHF 3 < p5 < 4(F7/c� 3JHIU� GPS UIF SBOHF 0 < p5 < 1(F7/c�

5BCMF ৾�৽� #%5 PVUQVU QSPCBCJMJUZ TFMFDUJPOT
p5 	(F7/c
 0− 1 1− 2 2− 3 3− 4 4− 5 5− 6 6− 8 8− 12 12− 24

#%5 PVUQVU 0.21 0.26 0.35 0.37 0.36 0.32 0.30 0.34 0.25

GSPN B NPEFM QSFEJDUJPO BOE SFBMJTUJD CBDLHSPVOE� य़F CBDLHSPVOE JT PCUBJOFE GSPN B
U PG UIF TJEF�CBOET JO UIF JOWBSJBOU NBTT TQFDUSVN PG SFBM EBUB XJUI B TFDPOE PSEFS
QPMZOPNJBM 	GPS p5 > 1(F7/c
 PS B UIJSE PSEFS QPMZOPNJBM 	GPS p5 < 1(F7/c
� 3FM�
FWBOU GPS UIF DBMDVMBUJPO JT UIF CBDLHSPVOE XJUIJO B UISFF TJHNB SBOHF GSPN UIF NFBO
PG UIF Λ+

D NBTT EJTUSJCVUJPO� य़F NFBO BOE TJHNB BSF UBLFO GSPN B (BVTTJBO U UP UIF
.$ TJNVMBUFE DBOEJEBUFT� य़F QTFVEP TJHOBM JT FTUJNBUFE SFBSSBOHJOH UIF DSPTT TFDUJPO
FRVBUJPO �৻� य़F TJHOBM JT DBMDVMBUFE VTJOH UIF BWFSBHF PG UIF QSFWJPVTMZ NFBTVSFE Λ+

D

DSPTT TFDUJPOT <ৼ৽> BOE UIF Fਖ਼DJFODZ BT B GVODUJPO PG UIF #%5 TFMFDUJPO PCUBJOFE JO UIJT
BOBMZTJT� य़F Fਖ਼DJFODZ DBMDVMBUJPO JT EFTDSJCFE JO TFDUJPO ৾�� 'PS MPX #%5 QSPCBCJMJUJFT
UIF TJHOJDBODF JT UZQJDBMMZ TNBMM TJODF OPU NVDI CBDLHSPVOE JT SFKFDUFE� य़F TJHOJ�
DBODF JODSFBTFT XJUI JODSFBTJOH #%5 TFMFDUJPO VOUJM JU SFBDIFT B SBOHF PG QMBUFBV�MJLF
CFIBWJPVS� "U IJHI QSPCBCJMJUJFT UIF TJHOJDBODF EFDSFBTFT TJODF BMTP NBOZ TJHOBM DBO�
EJEBUFT BSF SFKFDUFE� य़JT CFIBWJPVS DBO CF TFFO JO UIF MFॏ QBOFM PG HVSF ৾�ਂ� य़F #%5
QSPCBCJMJUZ TFMFDUJPO TIPVME CF DIPTFO JO UIF QMBUFBV SFHJPO PG UIF TJHOJDBODF EJTUSJCV�
UJPO�
'PS p5 < 1(F7/c UIF TUSBUFHZ JT EJFSFOU TJODF UIF Λ+

D DSPTT TFDUJPO NFBTVSFNFOU JT
UIF STU JO "-*$& JO UIJT p5 SBOHF� य़VT UIF QTFVEP TJHOBM DBOOPU CF DBMDVMBUFE GSPN B
QSFWJPVTMZ NFBTVSFE SFTVMU� य़F TJHOBM GPS p5 < 1(F7�c JT EFUFSNJOFE GSPN BO FYUSBQ�
PMBUFE DSPTT TFDUJPO PCUBJOFE GPS UIF QSFWJPVT BOBMZTJT <ৼ৽>� य़F QTFVEP�TJHOJDBODF
PCUBJOFE GPS UIF p5 JOUFSWBM 0 − 1 (F7�c JT TIPXO JO UIF SJHIU QBOFM PG 'JH� ৾�ਂ� *U JT
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PCTFSWFE UIBU UIJT EJTUSJCVUJPO TIPXT B QMBUFBV BU MPX #%5 QSPCBCJMJUJFT CFGPSF JU ESPQT
RVJUF RVJDLMZ EVF UP UIF MPX EJTDSJNJOBUJPO QPXFS PG UIF #%5 NPEFM TIPXO JO 'JH� ৾�ਁB�
'PS UIJT SFBTPO B MPPTF TFMFDUJPO JO UIF #%5 QSPCBCJMJUZ JT DIPTFO�
5BCMF ৾�৽ TVNNBSJTFT UIF DIPTFO #%5 QSPCBCJMJUZ TFMFDUJPOT GPS BMM p5 JOUFSWBMT�

��� 4JHOBM &YUSBDUJPO

य़F Λ+
D SBX ZJFME JT FYUSBDUFE GSPN B U PG UIF JOWBSJBOU NBTT EJTUSJCVUJPO BॏFS UIF BQQMJ�

DBUJPO PG UIF #%5 TFMFDUJPO DSJUFSJB XIFSF SBX SFGFST UP UIF ZJFME CFGPSF BOZ DPSSFDUJPOT
XIJDI BSF FYQMBJOFE JO UIF OFYU TFDUJPO� 'PS UIF TJHOBM B (BVTTJBO GVODUJPO JT VTFE BOE
UIF CBDLHSPVOE JT ॒FE XJUI B RVBESBUJD QPMZOPNJBM FYDFQU GPS p5 < 1(F7/c XIFSF
UIF CBDLHSPVOE TIBQF JT EFTDSJCFE CF॒FS CZ B DVCJD QPMZOPNJBM� य़F (BVTTJBO XJEUI GPS
UIF U JT YFE UP UIF XJEUI PCUBJOFE GSPN UIF JOWBSJBOU NBTT EJTUSJCVUJPO PG TJNVMBUFE
DBOEJEBUFT UP JNQSPWF UIF TUBCJMJUZ PG UIF U� य़F SFTVMUT BSF EJTQMBZFE JO HVSF ৾�ਃ� 'PS
FBDI HVSF UIF TJHOBM 4 UIF CBDLHSPVOE # JO UIF 3σ SFHJPO UIF TJHOBM PWFS CBDLHSPVOE
SBUJP BOE UIF TJHOJDBODF JT EJTQMBZFE� य़F CBDLHSPVOE TVCUSBDUFE SFTJEVBMT BSF TIPXO
JO HVSF ৾�৻৺� " DMFBS TJHOBM XJUI TJHOJDBODFT MBSHFS UIBO 4 σ JT TFFO JO UIF GVMM p5 TQFD�
USVN�
य़F FYUSBDUFE U QBSBNFUFST BOE SFTVMUT BSF DPNQBSFE UP UIF QSFWJPVTMZ PCUBJOFE SFTVMUT
GPS Λ+

D NFBTVSFE JO UIF TBNF EFDBZ DIBOOFM CVU SFDPOTUSVDUFE XJUIPVU UIF ,'1BSUJDMF
QBDLBHF BOE VTJOH UIF NBDIJOF MFBSOJOH BMHPSJUIN 5.7" 	"EB#PPTU
 JOTUFBE PG 9(�
#PPTU� य़JT DPNQBSJTPO JT TIPXO GPS UIF QFBL XJEUI JO HVSF ৾�৻৻B� य़F XJEUI JO EBUB
BOE .$ BSF JO BHSFFNFOU XJUIJO 2 σ JO UIF GVMM p5 TQFDUSVN� य़F XJEUI JO EBUB VDUVBUFT
BOE UIJT JT XIZ UIF XJEUI JO UIJT BOBMZTJT JT YFE UP UIF POF PCUBJOFE GSPN UIF TJNVMB�
UJPO BMTP UP FOTVSF B NPSF TUBCMF TJHOBM FYUSBDUJPO� य़F XJEUI PG UIF TJHOBM EJTUSJCVUJPO
JT TZTUFNBUJDBMMZ TNBMMFS JO UIJT BOBMZTJT DPNQBSFE UP UIF QSFWJPVT POF� य़F SFBTPO GPS
UIJT JT UIBU JO UIF ,' SFDPOTUSVDUJPO UIF NBTT PG UIF ,0

4 JT DPOTUSBJOFE UP UIF NBTT MJTUFE
JO UIF 1%( QMVT UIF UPQPMPHJDBM DPOTUSBJOU PG UIF Λ+

D UP UIF QSJNBSZ WFSUFY JT BQQMJFE�
#PUI JNQSPWF UIF NBTT SFTPMVUJPO� 4FF TFDUJPO ৽�৻ GPS B DPNQBSJTPO PG UIF QFBL XJEUI
XJUI EJFSFOU DPOTUSBJOUT� य़F NFBO WBMVF PG UIF (BVTTJBO U JT JO BHSFFNFOU XJUI UIF
QSFWJPVT BOBMZTJT XJUIJO UIF VODFSUBJOUJFT 	HVSF ৾�৻৻C
�
य़F FYUSBDUFE SBX ZJFME JT TIPXO JO HVSF ৾�৻ৼB BOE UIF DPSSFTQPOEJOH TJHOJDBODF JT
TIPXO JO HVSF ৾�৻ৼC� य़F FYUSBDUFE TJHOBM JT TDBMFE UP UIF OVNCFS PG .# FWFOUT /.#
BOE UIF TJHOJDBODF XIJDI JT DBMDVMBUFE XJUI GPSNVMB ৾�৻ JT TDBMFE UP

√
/.#� य़F TJHOBM

FYUSBDUJPO BOE TJHOJDBODF BSF JNQSPWFE PWFS UIF GVMM USBOTWFSTF NPNFOUVN TQFDUSVN
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'JHVSF �ࢬࢬ�ࢯ 1BSBNFUFST PG UIF TJHOBM U JO UIF JOWBSJBOU NBTT EJTUSJCVUJPO PG UIF
Λ+
D BT B GVODUJPO PG UIF USBOTWFSTF NPNFOUVN�
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'JHVSF �ࢭࢬ�ࢯ य़F FYUSBDUFE TJHOBM BOE TJHOJDBODF PG UIF Λ+
D BT B GVODUJPO PG UIF

USBOTWFSTF NPNFOUVN�

DPNQBSFE UP UIF 5.7" BOBMZTJT� य़F SBX ZJFME JO UIJT BOBMZTJT JT PO BWFSBHF BCPVU 75�
IJHIFS DPNQBSFE UP UIF QSFWJPVT BOBMZTJT�
*O PSEFS UP EJTFOUBOHMF UIF JNQSPWFNFOUT EVF UP UIF ,' SFDPOTUSVDUJPO BOE UIF VTF PG B
EJFSFOU .- BMHPSJUINT BO BOBMZTJT XJUI TUBOEBSE SFDUBOHVMBS TFMFDUJPO DSJUFSJB JOTUFBE
PG USBJOJOH B #%5 NPEFM JT EPOF GPS UIF p5 JOUFSWBM 4 < p5 < 5(F7/c BOE DPNQBSFE UP
UIF QSFWJPVT TUBOEBSE BOBMZTJT JO UIF TBNF EFDBZ DIBOOFM� *O B NBDIJOF MFBSOJOH NPEFM
EJFSFOU TFMFDUJPOT PO WBSJBCMFT BSF DPNCJOFE JOUP POF PVUQVU QSPCBCJMJUZ� *O UIF DBTF PG
SFDUBOHVMBS TFMFDUJPOT UIFTF BSF BQQMJFE TFQBSBUFMZ UP UPQPMPHJDBM BOE QBSUJDMF JEFOUJDB�
UJPO WBSJBCMFT� 8JUI UIJT BQQSPBDI UIF JOVFODF GSPN .- JT FYDMVEFE GSPN UIF BOBMZTJT�
य़F USBOTWFSTF NPNFOUVN JOUFSWBM JT DIPTFO CFDBVTF JU TIPXT B WFSZ HPPE BHSFFNFOU
JO UIF NFBTVSFE DSPTT TFDUJPO CFUXFFO UIF BOBMZTFT� *O BEEJUJPO UIF TJHOBM FYUSBDUJPO
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JT TUBCMF GPS CPUI BOBMZTFT JO UIJT JOUFSWBM� य़F TBNF TFMFDUJPO DSJUFSJB BSF BQQMJFE BT
JO UIF QSFWJPVT TUBOEBSE BOBMZTJT UP NBLF TVSF UIBU EJFSFODFT EP OPU BSJTF CFDBVTF PG
EJFSFOU TFMFDUJPOT� य़F FYUSBDUFE TJHOBM JT BMTP IJHIFS CZ BCPVU 80� DPNQBSFE UP B QSF�
WJPVTMZ QFSGPSNFE TUBOEBSE BOBMZTJT <ৼ৽>� 'SPN UIJT POF DBO DPODMVEF UIBU UIF PCTFSWFE
JNQSPWFNFOU JT ESJWFO CZ UIF VTF PG UIF ,'1BSUJDMF QBDLBHF BOE OPU CZ VTJOH B EJFS�
FOU .- BMHPSJUIN� )PXFWFS JU TIPVME CF NFOUJPOFE UIBU BMTP UIF PCUBJOFE BDDFQUBODF
UJNFT Fਖ਼DJFODZ JT IJHIFS JO UIJT BOBMZTJT BT XFMM� य़VT UIF DBMDVMBUFE DSPTT TFDUJPO JT JO
BHSFFNFOU GPS CPUI BOBMZTFT�

��� &ख़JDJFODZ $PSSFDUJPO

%VF UP UIF OJUF BDDFQUBODF BOE Fਖ਼DJFODZ PG UIF EFUFDUPS BOE EVF UP UIF BQQMJDBUJPO
PG QSFMUFS BOE #%5 TFMFDUJPOT UIF FYUSBDUFE TJHOBM OFFET UP CF DPSSFDUFE GPS UIF SFDPO�
TUSVDUJPO Fਖ਼DJFODZ JO PSEFS UP DPNQVUF UIF OBM DSPTT TFDUJPO� य़F UPUBM SFDPOTUSVDUJPO
Fਖ਼DJFODZ JT EFOFE BT UIF OVNCFS PG SFDPOTUSVDUFE DBOEJEBUFT PWFS UIF HFOFSBUFE DBO�
EJEBUFT JO UIF BDDFQUBODF SFHJPO PG UIF EFUFDUPS� 'PS UIF EFUFSNJOBUJPO B TFQBSBUF .$
QSPEVDUJPO JT VTFE� य़F SFBTPO GPS UIJT JT UIBU UIF TFU PG TJNVMBUFE DBOEJEBUFT VTFE UP
USBJO B #%5 NPEFM TIPVME OPU CF VTFE UP EFUFSNJOF UIF SFDPOTUSVDUJPO Fਖ਼DJFODZ TJODF
POF GBDUPS JO UIF DBMDVMBUJPO JT UIF Fਖ਼DJFODZ EVF UP UIF #%5 PVUQVU QSPCBCJMJUZ TFMFDUJPO�
य़F UPUBM SFDPOTUSVDUJPO Fਖ਼DJFODZ JT EJWJEFE JOUP UIF QSFTFMFDUJPO Fਖ਼DJFODZ BOE UIF #%5
Fਖ਼DJFODZ� य़F QSFTFMFDUJPO Fਖ਼DJFODZ JT UIF OVNCFS PG SFDPOTUSVDUFE DBOEJEBUFT BॏFS
UIF QSFTFMFDUJPO DSJUFSJB BSF BQQMJFE EJWJEFE CZ UIF HFOFSBUFE DBOEJEBUFT� य़JT QSFTFMFD�
UJPO Fਖ਼DJFODZ JT JOVFODFE CZ UIF BDDFQUBODF BOE EFUFDUPS Fਖ਼DJFODZ BOE CZ UIF QSFTF�
MFDUJPO DSJUFSJB BQQMJFE BॏFS UIF DBOEJEBUF SFDPOTUSVDUJPO UP BTTVSF B HPPE USBDL RVBMJUZ
PS dE/dx SFTPMVUJPO� य़F Fਖ਼DJFODZ JT TIPXO JO HVSF ৾�৻৽B� *U JT WJTJCMF UIBU UIF BQ�
QMJFE QSFTFMFDUJPO DSJUFSJB SFTVMU JO B IJHIFS Fਖ਼DJFODZ DPNQBSFE UP UIF QSFWJPVT BOBMZTJT
FYDFQU GPS UIF MBTU p5 JOUFSWBM 12 − 24(F7�c XIFSF UIF EFWJBUJPO JT NPTU MJLFMZ B VD�
UVBUJPO� *O PSEFS UP PCUBJO UIF #%5 Fਖ਼DJFODZ UIF .- NPEFM JT BQQMJFE UP UIF TJNVMBUFE
DBOEJEBUFT BOE UIF Fਖ਼DJFODZ JT EFUFSNJOFE CZ UIF OVNCFS PG SFDPOTUSVDUFE DBOEJEBUFT
PWFS UIF QSFTFMFDUFE POFT TFF HVSF ৾�৻৽C� 'JHVSF ৾�৻৽D TIPXT UIF p5�EJFSFOUJBM UPUBM
Fਖ਼DJFODZ GBDUPS UIBU JT VTFE UP DBMDVMBUF UIF OBM DSPTT TFDUJPO� "MM SFTVMUT BSF DPNQBSFE
UP UIF Fਖ਼DJFODJFT JO UIF QSFWJPVT 5.7" BOBMZTJT� य़F UPUBM Fਖ਼DJFODZ JO UIJT BOBMZTJT JT
PO BWFSBHF BCPVU 14� IJHIFS DPNQBSFE UP UIF QSFWJPVT BOBMZTJT�
'JOBMMZ UIF Fਖ਼DJFODZ GPS QSPNQU BOE OPO�QSPNQU Λ+

D BSF TIPXO JO 'JH� ৾�৻৽E� 1SPNQU
DBOEJEBUFT BSF QPJOUJOH CBDL UP UIF QSJNBSZ WFSUFY TJODF UIFZ PSJHJOBUF GSPN B DIBSN
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RVBSL QSPEVDFE JO UIF JOJUJBM IBSE TDB॒FSJOH WFSUFY� 'FFE�EPXO DBOEJEBUFT BSF Λ+
D UIBU

PSJHJOBUF GSPN EFDBZT PG CFBVUZ IBESPOT QSFEPNJOBOUMZ Λ0
C� य़F QSPNQU Fਖ਼DJFODJFT BSF

IJHIFS UIBO UIF OPO�QSPNQU CFDBVTF PG UIF χ2
UPQP//%' TFMFDUJPO PG UIF Λ+

D � य़JT WBSJBCMF
UFOET UP TFMFDU NBJOMZ Λ+

D MFTT EJTQMBDFE GSPN UIF QSJNBSZ WFSUFY IFODF QSPNQU Λ+
D �
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	E
 1SPNQU BOE GFFE�EPXO &ਖ਼DJFODZ

'JHVSF �ࢮࢬ�ࢯ $PNQBSJTPO PG UIF Fਖ਼DJFODJFT JO UIJT BOBMZTJT BOE UIF QSFWJPVT
5.7" BOBMZTJT�

��� 'FFE�%PXO 4VCUSBDUJPO

य़F p5�EJFSFOUJBM OBM DSPTT TFDUJPO XJMM CF SFQPSUFE GPS QSPNQU Λ+
D � य़JT JT XIZ DPO�

USJCVUJPOT GSPN IBESPO EFDBZT DPOUBJOJOH B CFBVUZ RVBSL 	GFFE�EPXO
 XJMM IBWF UP CF
TVCUSBDUFE� य़JT JT BDDPVOUFE GPS CZ UIF GBDUPS fQSPNQU XIJDI JT UIF GSBDUJPO PG UIF SBX
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ZJFME GSPN QSPNQU Λ+
D BOE JU JT DBMDVMBUFE BT JO 3FG� <ৼ৽>�

fQSPNQU = 1− NΛ+
D GFFE�EPXO

NΛ+
D +Λ−

DSBX

= 1− ("DD× ε) GFFE�EPXO ·∆y ·∆p5 · #3 · LJOU

NΛ+
D +Λ−

DSBX /2
×

(
E2σ
Ep5Ey

)'0/--

Λ+
D GFFE�EPXO

,

	৾�ৼ


XJUI NNΛ+
D +Λ−

D
SBX /2 CFJOH UIF SBX ZJFME EJWJEFE CZ B GBDUPS PG UXP UP BDDPVOU GPS QBSUJ�

DMFT BOE BOUJQBSUJDMFT ("DD × ε)GFFE�EPXO JT UIF QSPEVDU PG UIF EFUFDUPS BDDFQUBODF BOE
UIF SFDPOTUSVDUJPO Fਖ਼DJFODZ GPS OPO�QSPNQU Λ+

D CBSZPOT� य़F USBOTWFSTF�NPNFOUVN
BOE SBQJEJUZ JOUFSWBMT BSF EFUFSNJOFE CZ ∆y · ∆p5� #3 JT UIF CSBODIJOH SBUJP PG UIF
Λ+

D EFDBZ JOUP B QSPUPO BOE B LBPO UIF LBPO EFDBZJOH JOUP UXP PQQPTJUFMZ DIBSHFE QJ�
POT� LJOU JT UIF JOUFHSBUFE MVNJOPTJUZ PG UIF VTFE EBUB TBNQMF� य़F QSPEVDUJPO DSPTT
TFDUJPO PG Λ+

D GSPN Λ0
C�CBSZPO EFDBZT

( E2σ
EQ5dy

)'0/--
Λ+
D GFFEEPXO XBT DBMDVMBUFE VTJOH UIF C�

RVBSL p5�EJFSFOUJBM DSPTT TFDUJPO GSPN 'JYFE�0SEFS�/FYU�UP�-FBEJOH�-PH 	'0/--
 DBM�
DVMBUJPOT <> <ਁ>� य़F GSBDUJPO PG CFBVUZ RVBSLT UIBU GSBHNFOU JOUP Λ0

C JT FTUJNBUFE
GSPN -)$C NFBTVSFNFOUT <ਂ> BOE UIF Λ0

C → Λ+
D + 9 EFDBZ LJOFNBUJDT BSF NPE�

FMMFE VTJOH 1:5)*" 8 TJNVMBUJPOT <৽ৼ> OPSNBMJTFE BDDPSEJOH UP UIF CSBODIJOH SBUJP
G	Λ0

C → Λ+
D +9
 � 80� UBLFO GSPN 1:5)*" ਂ� " IZQPUIFTJT PO UIF OVDMFBS NPEJDBUJPO

GBDUPSRQ1C PGΛ+
D GSPN CFBVUZ�IBESPO EFDBZT JT JODMVEFE BT BO BEEJUJPOBM GBDUPS JO UIF MBTU

UFSN PG &R� ৾�ৼ� "T JO UIF %�NFTPO BOBMZTJT <ਃ> JU XBT BTTVNFE UIBU UIFRQ1C PG QSPNQU
BOE GFFE�EPXO Λ+

D BSF FRVBM� य़JT BTTVNQUJPO PO UIF SBUJP RGFFE−EPXO
Q1C /RQSPNQU

Q1C JT WBSJFE
JO UIF SBOHF GSPN 0.9 UP 1.3 GPS p5 > 1(F7�c BOE GSPN 0.9 UP 3.0 GPS 0 < p5 < 1(F7�c
UP BDDPVOU GPS QPTTJCMF EFWJBUJPOT GSPN UIJT BTTVNQUJPO� य़F SFMBUJWF WBSJBUJPO PG UIF
OVDMFBS NPEJDBUJPO GBDUPS GPS QSPNQU Λ+

D BT B GVODUJPO PG UIJT IZQPUIFTJT JT TIPXO JO
UIF MFॏ QBOFM PG 'JH� ৾�৻৾� य़F WBMVFT PG fQSPNQU SBOHF CFUXFFO 90� BOE 99� BOE BSF
TIPXO JO UIF SJHIU QBOFM PG 'JH� ৾�৻৾� य़JT QSPNQU GSBDUJPO JT NVMUJQMJFE BT B GBDUPS JO UIF
DBMDVMBUJPO PG UIF OBM DSPTT TFDUJPO�

��� 4ZTUFNBUJD 6ODFSUBJOUJFT

*O UIJT TFDUJPO UIF TZTUFNBUJD VODFSUBJOUJFT BSF FWBMVBUFE BOE UIF NFUIPET VTFE UP FT�
UJNBUF UIFN BSF EFTDSJCFE� " TVNNBSZ PG BMM TZTUFNBUJD VODFSUBJOUJFT JT QSPWJEFE JO
UBCMF ৾�৾� 4JODF BMM VODFSUBJOUJFT BSF BTTVNFE UP CF VODPSSFMBUFE UIF PWFSBMM TZTUFNBUJD
VODFSUBJOUZ GPS FBDI p5 JOUFSWBM JT DBMDVMBUFE CZ BEEJOH BMM DPOUSJCVUJPOT JO RVBESBUVSF�
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c0 - 1 GeV/
c1 - 2 GeV/
c2 - 3 GeV/
c3 - 4 GeV/
c4 - 5 GeV/
c5 - 6 GeV/
c6 - 8 GeV/
c8 - 12 GeV/
c12 - 24 GeV/

p-Pbc
+Λ

'JHVSF �ࢯࢬ�ࢯ -Fॏ� 3FMBUJWF WBSJBUJPO PGRQ1C GPS QSPNQUΛ+
D GPS EJFSFOU IZQPUIF�

TFT PG RGFFE−EPXO
Q1C /RQSPNQU

Q1C � 3JHIU� 1SPNQU GSBDUJPO PG Λ+
D CBSZPOT�

य़F VODFSUBJOUZ PO UIF MVNJOPTJUZ NFBTVSFNFOU JT OPU BEEFE BOE SFQPSUFE TFQBSBUFMZ�

����� 4ZTUFNBUJD 6ODFSUBJOUZ PO :JFME &YUSBDUJPO

य़F FYUSBDUFE SBX ZJFME NJHIU EFQFOE PO UIF DIPTFO QBSBNFUFST PG UIF U MJLF UIF U
SBOHF PS UIF CBDLHSPVOE GVODUJPO� य़F TZTUFNBUJD VODFSUBJOUZ PO UIF SBX ZJFME FY�
USBDUJPO JT PCUBJOFE CZ SFQFBUJOH UIF U PG UIF JOWBSJBOU NBTT EJTUSJCVUJPO XJUI TPNF
WBSJBUJPOT POF PG UIFN CFJOH UIF CBDLHSPVOE GVODUJPO� य़SFF EJFSFOU GVODUJPOT BSF
DPOTJEFSFE SBOHJOH GSPN B QPMZOPNJBM PG TFDPOE PSEFS PWFS UIJSE UP GPVSUI PSEFS� य़F
VQQFS BOE MPXFS MJNJUT PG UIF JOWBSJBOUNBTT ॒JOH SBOHF BSF TIJॏFE UP MBSHFS BOE TNBMMFS
WBMVFT XJUI SFTQFDU UP UIF OPNJOBM DBTF� य़F QFBL XJEUI PG UIF (BVTTJBO U GPS UIF TJHOBM
JT LFQU BT B Y QBSBNFUFS PG UIF U JO BMM DBTFT CVU UIF TJHNB JT JODSFBTFE BOE EFDSFBTFE
CZ 10� PG JUT OPNJOBM WBMVF� *O BEEJUJPO UIF CJOOJOH PG UIF JOWBSJBOU NBTT IJTUPHSBN JT
DIBOHFE DPNCJOJOH UXP CJOT JOUP POF�
'SPN BMM UIFTF USJBMT UIF SBX ZJFME JT FYUSBDUFE BOE B EJTUSJCVUJPO XJUI UIF SFTVMUJOH WBMVFT
JT CVJMU� 'JHVSF ৾�৻ TIPXT BO FYBNQMF PG UIJT EJTUSJCVUJPO JO UIF p5 JOUFSWBM 0−1(F7/c�
य़F EBSL CMVF IJTUPHSBN TIPXT UIF ZJFME EJTUSJCVUJPO GSPN BMM USJBMT� य़F QSPQFSUJFT PG
UIJT EJTUSJCVUJPO MJLF UIF NFBO UIF NFEJBO UIF SPPU NFBO TRVBSF 	3.4
 UIF NJOJNVN
BOE UIF NBYJNVN BSF XSJ॒FO JO CMBDL OFYU UP UIF HVSF PO UIF SJHIU� य़F SFGFSFODF PG
UIF ZJFME FYUSBDUFE XJUI UIF EFGBVMU TF॒JOHT JT BEEFE BT B WFSUJDBM SFE MJOF XIJDI TIPVME
JEFBMMZ CF DFOUSFE JO UIF SBX ZJFME EJTUSJCVUJPO� *G UIF SFGFSFODF ZJFME GSPN UIF EFGBVMU
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hRawYieldDistAll
Entries  205
Mean     8192
Std Dev     916.4

6500 7000 7500 8000 8500 9000 9500 10000
 Raw yield

0

1

2

3

4

5

6

c < 1 GeV/
T
p ≤0 

hRawYieldDistAll
Entries  205
Mean     8192
Std Dev     916.4

hRawYieldDistAllBC0

Entries  578

Mean   1.045e+04

Std Dev      2778

hRawYieldDistAllBC1

Entries  612

Mean     9182
Std Dev      1707

c < 1 GeV/
T
p ≤0 mean=8191.837

mean(BinCount0)=10453.734
mean(BinCount1)=9181.536

median=8229.167

rms=916.362  (11.19%)
rms(BinCount0)=2778.075  (26.57%)
rms(BinCount1)=1706.919  (18.59%)

min=6313.824      max=11154.85
(max-min)/sqrt(12)=1397.484  (17.06%)
mean(ref)=8212.079
mean(ref)-mean(fit)=20.242  (0.25%)
mean(ref)-mean(BC0)=-2241.655  (-27.30%)
mean(ref)-mean(BC1)=-969.457  (-11.81%)

'JHVSF �ࢰࢬ�ࢯ य़F 3.4 JT UBLFO BT UIF TZTUFNBUJD VODFSUBJOUZ PO UIF ZJFME FYUSBD�
UJPO GSPN UIF NVMUJUSJBM U BQQSPBDI JO 0 < p5 < 1(F7/c�

TF॒JOHT MJFT PVUTJEF PS BU UIF FEHF PG UIF EJTUSJCVUJPO UIJT NFBOT UIBU UIF DIPTFO U QB�
SBNFUFST BSF OPU PQUJNBM BOE TIPVME CF SFFWBMVBUFE� "OPUIFS NFUIPE UP DIFDL UIF SBX
ZJFME FYUSBDUJPO JT UIF TP�DBMMFE CJO�DPVOUJOH XIFSF UIF FYUSBDUFE ZJFME JT OPU UBLFO GSPN
B U CVU GSPN UIF TVN PWFS UIF SBX ZJFME JO FBDI CJO BॏFS UIF CBDLHSPVOE GVODUJPO XBT
TVCUSBDUFE� य़FSF BSF UXP EJFSFOU CJO�DPVOUJOH NFUIPET DBMMFE #$0 BOE #$1 TIPXO
JO 'JH� ৾�৻ XIJDI EFWJBUF CZ B EJFSFOU CBDLHSPVOE FTUJNBUJPO� य़F #$0NFUIPE JT UIF
HSFFO IJTUPHSBN BOE UIF DPSSFTQPOEJOH QSPQFSUJFT BSF MJTUFE JO UIF HSFFO UFYU� *U VTFT UIF
JOJUJBM CBDLHSPVOE U UIBU JODPSQPSBUFT KVTU UIF TJEFCBOET JO UIFNBTT TQFDUSVN� य़F #$1
NFUIPE XIJDI JT UIF MJHIU CMVF IJTUPHSBN VTFT UIF CBDLHSPVOE DPNQPOFOU PG UIF OBM
TJHOBM QMVT CBDLHSPVOE U� य़FTF CJO�DPVOUJOH NFUIPET BSF OPU VTFE GPS UIF FTUJNBUJPO
PG UIF TZTUFNBUJD VODFSUBJOUZ CVU UIFZ GVODUJPO BT B WFSJDBUJPO UIBU UIF FYUSBDUFE ZJFME
BHSFFT XJUI UIF TJHOBM GSPN UIF U PG UIF JOWBSJBOU NBTT TQFDUSVN� *G B MBSHF EFWJBUJPO JT
PCTFSWFE JU JT B IJOU UP TPNF VDUVBUJPO JO UIF TJHOBM PS JO UIF CBDLHSPVOE BOE GVSUIFS
JOWFTUJHBUJPOT IBWF UP CF NBEF� य़F BTTJHOFE TZTUFNBUJD VODFSUBJOUZ JT UIF 3.4 PG UIF
EBSL CMVF EJTUSJCVUJPO XIJDI JT 11� GPS UIF p5 JOUFSWBM TIPXO JO 'JH� ৾�৻�

����� #%5 1SPCBCJMJUZ 4FMFDUJPO

"OPUIFS TZTUFNBUJD VODFSUBJOUZ BSJTFT EVF UP UIF BQQMJDBUJPO PG B #%5 QSPCBCJMJUZ TFMFD�
UJPO� 1PTTJCMF EJFSFODFT JO UIF .$ EJTUSJCVUJPOT XJUI SFTQFDU UP UIF EBUB PG UIF GFBUVSFT
JODMVEFE JO UIF #%5 NPEFM DBO JOUSPEVDF B TZTUFNBUJD VODFSUBJOUZ XIJDI JT FTUJNBUFE
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	C
 3BUJP PG DSPTT TFDUJPOT

'JHVSF �ࢱࢬ�ࢯ य़F TZTUFNBUJD VODFSUBJOUZ PO UIF #%5 TFMFDUJPO JT EFUFSNJOFE CZ
UIF EJTUSJCVUJPO PG UIF SBUJP PG DSPTT TFDUJPOT DBMDVMBUFE GPS B SBOHF PG #%5 PVUQVU
QSPCBCJMJUJFT PWFS UIF OBM DSPTT TFDUJPO TIPXO IFSF GPS UIF p5 SBOHF 4− 5(F7/c�

CZ WBSZJOH UIF #%5 QSPCBCJMJUZ TFMFDUJPO BOE SFDPNQVUJOH UIF DSPTT TFDUJPO GPS FBDI
#%5 TFMFDUJPO� *G UIF TJNVMBUJPOT EFTDSJCF UIF SFBM EBUB QFSGFDUMZ UIF VODFSUBJOUZ XJMM
CF OFHMJHJCMF CFDBVTF UIF DBMDVMBUFE Fਖ਼DJFODZ BDDPVOUT GPS MPTTFT JO UIF TJHOBM FYUSBD�
UJPO� य़F #%5 TFMFDUJPO JT WBSJFE JO UIF QMBUFBV SFHJPO PG UIF EFOFE XPSLJOH QPJOU�
य़JT SBOHF DPSSFTQPOET UP BO Fਖ਼DJFODZ WBSJBUJPO PG ±10� BT TIPXO JO HVSF ৾�৻B�
य़F VODFSUBJOUZ JT EFUFSNJOFE CZ UIF SBUJP PG UIF DSPTT TFDUJPO BT B GVODUJPO PG UIF #%5
TFMFDUJPO PWFS UIF OBM DSPTT TFDUJPO� य़F SFTVMUJOH EJTUSJCVUJPO JT TIPXO JO HVSF ৾�৻C
BOE ॒FE XJUI B (BVTTJBO GVODUJPO� य़F TZTUFNBUJD VODFSUBJOUZ JT PCUBJOFE CZ BEEJOH
JO RVBESBUVSF UIF XJEUI BOE TIJॏ PG UIF EJTUSJCVUJPO�

����� 1*% 1SFTFMFDUJPO

य़F QBSUJDMF JEFOUJDBUJPO Fਖ਼DJFODZ JO TJNVMBUJPO BOE EBUB NJHIU EJFS� 'PS USBOTWFSTF
NPNFOUB IJHIFS UIBO 1(F7/c UIF VODFSUBJOUZ BSJTJOH GSPN UIF 1*% TFMFDUJPO JT BMSFBEZ
BDDPVOUFE GPS CZ UIF WBSJBUJPO PG UIF #%5 SFTQPOTF CFDBVTF UIF DPNCJOFE 1*% FOUFST
BT B USBJOJOH WBSJBCMF� 'PS p5 < 1(F7/c Λ+

D BSF TFMFDUFE XJUI UIF SFRVJSFNFOU UIBU
UIF DPNCJOFE 1*% QSPCBCJMJUZ JT MBSHFS UIBO 20� BOE UIJT WBSJBCMF JT SFNPWFE GSPN UIF
#%5 USBJOJOH CFDBVTF JU DBVTFE TPNF JOTUBCJMJUJFT JO UIF OBM DSPTT TFDUJPO� *O PSEFS
UP FTUJNBUF UIF FFDU PG UIF #BZFTJBO 1*% QSPCBCJMJUZ TFMFDUJPO JU WBSJFE CFUXFFO 10�
BOE 30� BOE UIF SBUJP PG UIF DSPTT TFDUJPO XJUI SFTQFDU UP UIF OPNJOBM DSPTT TFDUJPO JT
DPNQVUFE� य़F SFTVMU JT TIPXO JO HVSF ৾�৻ਁB BOE GSPN UIF SBUJP B 5� TZTUFNBUJD VODFS�
UBJOUZ JT BTTJHOFE� 'JHVSF ৾�৻ਁC TIPXT UIF SFTQFDUJWF SBUJPT PG QSFTFMFDUJPO Fਖ਼DJFODJFT�
य़F WBSJBUJPO JT TNBMM XJUI ±1��
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	C
 3BUJP QSFTFMFDUJPO Fਖ਼DJFODJFT

'JHVSF �ࢲࢬ�ࢯ य़F TZTUFNBUJD VODFSUBJOUZ PO UIF 1*% QSFTFMFDUJPO JT EFUFSNJOFE
CZ UIF SBUJP PG DSPTT TFDUJPOT DBMDVMBUFE GPS B SBOHF PG DPNCJOFE CBZFTJBO 1*%

QSPCBCJMJUJFT PG UIF QSPUPO GPS UIF p5 JOUFSWBM0 − 1 (F7/c�

����� .$ p5 4IBQF

य़F Fਖ਼DJFODJFT BMTP EFQFOE PO UIF p5 EJTUSJCVUJPO PG HFOFSBUFE Λ+
D JO TJNVMBUJPOT� "O

BEEJUJPOBM TZTUFNBUJD VODFSUBJOUZ JT BTTJHOFE UP UIF EJTDSFQBODZ CFUXFFO UIF HFOFSBUFE
BOE USVF TIBQF PG UIF USBOTWFSTF NPNFOUVN EJTUSJCVUJPO� *O PSEFS UP FTUJNBUF UIF FFDU
PO UIF UPUBM Fਖ਼DJFODZ UIF p5 TIBQF PG UIF TJNVMBUJPOT JT SFXFJHIFE UP NBUDI UIF TQFD�
USVN PG % NFTPOT GSPN '0/-- QFSUVSCBUJWF 2$% DBMDVMBUJPOT� 5XP EJFSFOU HFOFSBUFE
.$ TBNQMFT XFSF VTFE JO UIJT BOBMZTJT BOE CPUI BSF SFXFJHIFE CBTFE PO B '0/-- QSFEJD�
UJPO� य़F XFJHIUT BSF DPNQVUFE EJWJEJOH UIF QSFEJDUFE '0/-- TQFDUSB CZ UIPTF TQFDUSB
PCUBJOFE GSPN UIF 1:5)*".$ TJNVMBUJPO� 'JHVSF ৾�৻ਂB TIPXT UIF EJFSFOU TQFDUSB� य़F
CMVF NBSLFST JOEJDBUF UIF EFGBVMU TQFDUSVN BOE UIF NBHFOUB BOE PSBOHF NBSLFST TIPX
UIF SFXFJHIFE p5 TQFDUSB CBTFE PO UIF '0/-- DBMDVMBUJPOT� " UIJSE IZQPUIFTJT JT B BU
p5 TIBQF BMUIPVHI UIJT TIBQF JT OPU FYQFDUFE UP SFQSPEVDF UIF USVF TIBQF� य़F QFSDFOU�
BHF DIBOHF JO Fਖ਼DJFODZ XJUI XFJHIFE TQFDUSB DPNQBSFE UP UIF VOXFJHIFE Fਖ਼DJFODZ JT
TUVEJFE JO HVSF ৾�৻ਂC� य़F PWFSBMM EFWJBUJPO JT MFTT UIBO 1� JOEFQFOEFOU PG p5�

����� 5SBDLJOH BOE .BUDIJOH &ख़JDJFODZ

य़F TZTUFNBUJD VODFSUBJOUZ PO UIF QBSUJDMF USBDLJOH JODMVEFT UXP DPNQPOFOUT� 0OF JT
BO VODFSUBJOUZ PO UIF NBUDIJOH Fਖ਼DJFODZ CFUXFFO UIF 5JNF 1SPKFDUJPO $IBNCFS BOE
UIF *OOFS 5SBDLJOH 4ZTUFN� य़F NBUDIJOH Fਖ਼DJFODZ JT EFOFE BT UIF OVNCFS PG USBDLT
XJUI DMVTUFST JO CPUI EFUFDUPST PWFS UIF OVNCFS PG USBDLT XJUI DMVTUFST JO UIF 51$� "O
VODFSUBJOUZ BSJTFT EVF UP EJTDSFQBODJFT JO EBUB BOE TJNVMBUJPO XIFO QSPQBHBUJOH B USBDL
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	C
 4ZTUFNBUJD VODFSUBJOUZ PO .$ p5 TIBQF�

'JHVSF �ࢳࢬ�ࢯ 3BUJP PG UIF QSPNQU Fਖ਼DJFODZ DBMDVMBUFE GPS EJFSFOU XFJHIUJOH
GVODUJPOT XJUI SFTQFDU UP UIF EFGBVMU 1:5)*"�

GSPN UIF 51$ UP UIF *54� *O UIJT BOBMZTJT TJODF UIFSF JT OP SFRVJSFNFOU PO UIF *54 GPS
UIF QJPOT GSPN UIF ,0

4 EFDBZ POMZ UIF QSPUPO NBUDIJOH Fਖ਼DJFODZ OFFET UP CF JODMVEFE�
य़F TFDPOE VODFSUBJOUZ JT BTTJHOFE UP UIF USBDL RVBMJUZ� य़F DSPTT TFDUJPO JT DPNQBSFE
GPS EJFSFOU TFUT PG USBDL TFMFDUJPOT XIJDI DBO CF UIF OVNCFS PG DSPTTFE SPXT PS DMVT�
UFST JO UIF 51$ QMVT BEEJUJPOBM TFMFDUJPOT BT NFOUJPOFE JO TFDUJPO ৾�৻� 4JODF UIF SFDPO�
TUSVDUJPO JT UIF TBNF BT JO UIF QSFWJPVT BOBMZTJT <ৼ৽> UIF VODFSUBJOUJFT PO UIF USBDLJOH
BOE NBUDIJOH Fਖ਼DJFODZ BSF JOIFSJUFE� य़F USBOTWFSTF NPNFOUVN EFQFOEFODF PG UIF
TZTUFNBUJD VODFSUBJOUZ JT OPU TJHOJDBOU UIJT JT XIZ JO UIJT BOBMZTJT UIF VODFSUBJOUZ JO
0 < p5 < 1(F7/c JT QSPQBHBUFE GSPN UIF QSFWJPVTΛ+

D SFTVMUT JO UIF JOUFSWBM 1−2(F7/c
BOE JT 6��

����� 1SPNQU 'SBDUJPO

'PS UIF FTUJNBUJPO PG UIF VODFSUBJOUZ PO UIF QSPNQU GSBDUJPO UIF TBNF TUSBUFHZ BT JO UIF
QSFWJPVT BOBMZTJT JT VTFE BOE B NPSF EFUBJMFE EFTDSJQUJPO DBO CF GPVOE JO 3FG� <ৼ৽>� य़F
TZTUFNBUJD VODFSUBJOUZ PO UIF QSPNQU GSBDUJPO BT DBMDVMBUFE JO &R� ৾�ৼ JT FTUJNBUFE GSPN
UIF FOWFMPQF PG fQSPNQU WBMVFT� %JFSFOU QSPNQU GSBDUJPOT BSF PCUBJOFE GSPN WBSZJOH UIF
QBSBNFUFST PG UIF '0/-- QSFEJDUJPO PG UIF CFBVUZ BOE DIBSN QSPEVDUJPO DSPTT TFDUJPOT
<>� य़FTF JODMVEF WBSJBUJPOT PG UIF GBDUPSJTBUJPO BOE SFOPSNBMJTBUJPO TDBMF UIF NBTT
PG UIF IFBWZ RVBSL BOE VODFSUBJOUJFT BTTPDJBUFE XJUI UIF 1BSUPO %JTUSJCVUJPO 'VODUJPOT
	1%'T
� *O BEEJUJPO UIF GSFF QBSBNFUFST EFTDSJCJOH UIF GSBHNFOUBUJPO GSBDUJPO PG C → Λ0

C

<ਂ> BSF WBSJFE� 'JOBMMZ UIF IZQPUIFTJT PO UIF OVDMFBS NPEJDBUJPO GBDUPS 	TFF TFDUJPO
৾�
 PG Λ+

D GSPN CFBVUZ IBESPO EFDBZT JT DIBOHFE� य़F SBUJP PG RGFFE−EPXO
Q1C /RQSPNQU

Q1C JO UIF

৾ਁ
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QSPNQU GSBDUJPO DBMDVMBUJPOT JT BTTVNFE UP CF FRVBM UP VOJUZ� *O PSEFS UP EFUFSNJOF UIF
TZTUFNBUJD VODFSUBJOUJFT UIJT SBUJP JT WBSJFE JO UIF SBOHF GSPN 0.9 UP 1.3 GPS p5 > 1(F7�c
XIJDI JT UIF SBOHF VTFE JO UIF QSFWJPVT BOBMZTJT CBTFE PO UIFPSFUJDBM QSFEJDUJPOT PG UIF
DIBSN IBESPO QSPEVDUJPO <ਃ> BOE GSPN 0.9 UP 3.0 GPS 0 < p5 < 1(F7�c XIJDI JT CBTFE
PO UIF SFDFOU NFBTVSFNFOU PG UIF RQ1C(#+) BOE RQ1C(#+/Λ0

C) CZ -)$C <৺>�

����� #SBODIJOH 3BUJP BOE -VNJOPTJUZ

"O BOBMZTJT JOEFQFOEFOU VODFSUBJOUZ JT UIF POF PO UIF MVNJOPTJUZ LJOU = 287µC−1 NFB�
TVSFE JO WBO EFS .FFS TDBOT BOE JU JT 3.7� GPS Qۗ1C DPMMJTJPOT SFQPSUFE JO <৻>�
य़F VODFSUBJOUZ PO UIF CSBODIJOH SBUJP JT UIF TBNF GPS BMM p5 JOUFSWBMT BOE DBMDVMBUFE
GSPN UIF JOEJWJEVBM DPNQPOFOUT PG UIF CSBODIJOH GSBDUJPO PG Λ+

D → Q,0
4 (1.59± 0.08)�

BOE PG ,0
4 → π+π− (69.20 ± 0.05)� <৾>� य़VT UIF CSBODIJOH GSBDUJPO GPS UIF IBESPOJD

EFDBZ Λ+
D → Q,0

4 (,0
4 → π+π−) JT (1.10± 0.06)��

5BCMF ৾�৾� 4ZTUFNBUJD VODFSUBJOUJFT�
p5 	(F7/c
 0�1 1�2 2�3 3�4 4�5 5�6 6�8 8�12 12�24

:JFME FYUSBDUJPO <�> 11 10 7 7 6 6 6 6 8
#%5 TFMFDUJPO <�> 6 6 4 4 4 4 5 5 8
1*%	Q
 Fਖ਼DJFODZ <�> 5 − − − − − − − −
.$ p5 TIBQF <�> 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5SBDLJOH Fਖ਼DJFODZ <�> 6 6 5 5 4 4 5 5 5
'FFE�EPXO <�> �0.6 �0.8 �1.1 �1.2 �1.5 �2.1 �2.2 �2.8 �4.1

�2.5 �1.3 �1.8 �1.9 �2.5 �3.5 �3.6 �4.6 �6.5
#SBODIJOH SBUJP <�> 5 5 5 5 5 5 5 5 5
-VNJOPTJUZ <�> 3.7 3.7 3.7 3.7 3.7 3.7 3.7 3.7 3.7
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� 3FTVMUT BOE %JTDVTTJPO

��� $SPTT 4FDUJPO

*O UIJT BOBMZTJT UIF NFBTVSFNFOU PG UIF QSPEVDUJPO DSPTT TFDUJPO PG UIF QSPNQU Λ+
D

CBSZPO UPHFUIFS XJUI JUT DIBSHF DPOKVHBUF JT QSFTFOUFE� *U JT PCUBJOFE BU NJESBQJEJUZ
JO Qۗ1C DPMMJTJPOT BU √s// = 5.025F7 JO UIF SBOHF 0 < p5 < 24(F7�c� य़F Λ+

D XBT
SFDPOTUSVDUFE WJB UIF IBESPOJD EFDBZ DIBOOFM Λ+

D → Q,0
4 (,0

4 → π+π−) XIJDI IBT B
CSBODIJOH SBUJP PG #3 = 	1.10�± 0.06�
 <৾>� य़F DSPTT TFDUJPO JT DPNQVUFE BDDPSEJOH
UP�

E2σ
Ep5Ey

=
1

2

1 · fQSPNQU(p5) ·NΛc
SBX(p5)

∆y ·∆p5 · ("DD× ε)QSPNQU(p5) · #3 · LJOU
, 	�৻


XIFSF fQSPNQU JT UIF GSBDUJPO PG QSPNQU Λ+
D  NΛc

SBX JT UIF SBX ZJFME ("DD × ε)QSPNQU JT UIF
QSPNQU Fਖ਼DJFODZ DPSSFDUJPO GBDUPS #3 JT UIF CSBODIJOH SBUJP BOE LJOU JT UIF JOUFHSBUFE
MVNJOPTJUZ� य़F GBDUPS 2 BDDPVOUT GPS QBSUJDMFT BOE BOUJQBSUJDMFT BOE∆y ·∆p5 BDDPVOUT
GPS UIF XJEUI PG UIF SBQJEJUZ BOE USBOTWFSTF NPNFOUVN JOUFSWBM� य़F PCUBJOFE Λ+

D p5�
EJFSFOUJBM DSPTT TFDUJPO JT TIPXO XJUI UIF SFE NBSLFST JO 'JH� �৻� य़BOLT UP UIF JN�
QSPWFE SFDPOTUSVDUJPO XJUI UIF ,'1BSUJDMF QBDLBHF JU XBT QPTTJCMF UP FYUSBDU B TJHOBM
EPXO UP p5 = 0� य़JT XBT OPU QPTTJCMF JO QSFWJPVT BOBMZTFT JO "-*$& CFDBVTF UIF TJHOBM
PWFS CBDLHSPVOE SBUJP JT MPX BU MPX USBOTWFSTF NPNFOUB� य़VT UIJT JT UIF STU FWBMV�
BUJPO PG B Λ+

D DSPTT TFDUJPO JO Qۗ1C DPMMJTJPOT EPXO UP p5 = 0� य़JT FYUFOTJPO PG UIF
USBOTWFSTF NPNFOUVN SBOHF JT JNQPSUBOU TJODF BCPVU 20� PG UIF p5�JOUFHSBUFE DSPTT
TFDUJPO JT DPOUBJOFE JO UIF SBOHF 0 < p5 < 1(F7�c� 6OUJM OPX BO FYUSBQPMBUJPO CBTFE
PO NPEFM DBMDVMBUJPOT XBT OFDFTTBSZ UP PCUBJO UIF UPUBM Λ+

D DSPTT TFDUJPO� य़JT FYUSBQP�
MBUJPO JOUSPEVDFT B NPEFM EFQFOEFODF BOE BO VODFSUBJOUZ XIJDI DBO CF SFNPWFE XJUI
B NFBTVSFNFOU� य़JT JT B TJHOJDBOU BDIJFWFNFOU PG UIJT BOBMZTJT�
य़JT JT POF PG UIF STU BOBMZTFT FNQMPZJOH UIF ,'1BSUJDMF TPॏXBSF QBDLBHF BOE UIF NB�
DIJOF MFBSOJOH BMHPSJUIN 9(#PPTU� य़VT UIF SFTVMUT BSF DPNQBSFE UP UIF Λ+

D DSPTT TFD�
UJPO PCUBJOFE QSFWJPVTMZ JO "-*$& <ৼ৽> TIPXO XJUI UIF CMBDL NBSLFST JO 'JH� �৻� य़F
QSFWJPVT NFBTVSFNFOU JT PCUBJOFE GSPN UIF BWFSBHF PG UISFF BOBMZTFT UIF STU UXP CF�
JOH UIF DSPTT TFDUJPO FWBMVBUFE JO UIF Λ+

D → Q,0
4 DIBOOFM XJUI BOE XJUIPVU VTJOH NB�

DIJOF MFBSOJOH BOE B UIJSE BOBMZTJT PG Λ+
D → Q,−π+� य़F NFBTVSFNFOUT BSF JO HPPE

BHSFFNFOU JO UIF GVMM p5 SBOHF� य़F EFWJBUJPO CFUXFFO UIJT BOBMZTJT BOE UIF BWFSBHF
PG QSFWJPVT BOBMZTFT BU p5 > 12(F7�c JT FYQMBJOFE BT B VDUVBUJPO JO UIF QSFTFMFDUJPO
Fਖ਼DJFODZ EVF UP POMZ B TNBMM .$ TBNQMF CFJOH BWBJMBCMF JO UIJT SFHJPO JO UIJT BOBMZTJT

৾ਃ



$)"15&3 � 3&46-54 "/% %*4$644*0/

0 10 20
)c (GeV/

T
p

1

10

210

310

410/G
eV

)
c

b 
µ ( Tpdy

/d
σ2 d

 = 5.02 TeVNNsPb, −p
 < 0.04y, -0.96 < +

cΛPrompt 

This Thesis

 3.7% lumi. uncertainty not shown±

S
0 pK→ +

cΛ, +π
- pK→ +

cΛAverage 

 w/ KF0
S

 pK→ +
cΛ

with CT14NLO+EPPS16 nPDF
POWHEG+PYTHIA6

0 10 20
)c (GeV/

T
p

1

10

PO
W

HE
G

Da
ta

'JHVSF �ࢬ�ࢰ 1SPNQU Λ+
D → Q,0

4 DSPTT TFDUJPO NFBTVSFE JO Qۗ1C DPMMJTJPOT BU√
s// = 5.025F7 JO UIF USBOTWFSTF NPNFOUVN SBOHF 0 < p5 < 24 (F7�c VTJOH

UIF ,BMNBO 'JMUFSJOH 1BDLBHF BOE 9(#PPTU DPNQBSFE UP UIF BWFSBHF PG QSFWJPVT
BOBMZTFT <ৼ৽>� य़F SFTVMU JT DPNQBSFE UP UIF 108)&( FWFOU HFOFSBUPS <৻>� य़F

UIFPSFUJDBM VODFSUBJOUJFT BSF SFQSFTFOUFE CZ UIF PSBOHF CPYFT�

	TFF 'JH� ৾�৻৽B
� य़JT JOUFSWBM XJMM CF GVSUIFS JOWFTUJHBUFE JO UIF GVUVSF XJUI B MBSHFS .$
TBNQMF� *O UIF USBOTWFSTF NPNFOUVN SBOHF 2− 3(F7�c UIF DSPTT TFDUJPO JT BCPVU 25�
MPXFS UIBO QSFWJPVTMZ NFBTVSFE BWFSBHF CVU UIF SFTVMUT BHSFF XJUIJO 2σ� " DPNQBSJTPO
PG UIF VODFSUBJOUJFT TIPXT UIBU UIF TUBUJTUJDBM VODFSUBJOUJFT BSF TJNJMBS UP UIF BWFSBHF PG
QSFWJPVT BOBMZTFT FWFO UIPVHI UIJT BOBMZTJT VTFT POMZ POF EFDBZ DIBOOFM 	20� PG UIF
#3 <৾>
� य़JT JT FYQMBJOFE CZ UIF IJHIFS TJHOBM FYUSBDUJPO XIFO VTJOH UIF ,'1BSUJDMF
QBDLBHF� 4JODF UIF JNQSPWFNFOU DPVME BMTP CF EVF UP UIF VTF PG B OFX NBDIJOF MFBSOJOH
BMHPSJUIN B TUBOEBSE BOBMZTJT XJUIPVU VTJOH NBDIJOF MFBSOJOH XBT QFSGPSNFE BEEJUJPO�
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BMMZ JO POF p5 JOUFSWBM BT EFTDSJCFE JO TFDUJPO ৾�৾� *U TIPXFE UIBU UIF FYUSBDUFE TJHOBM
BOE Fਖ਼DJFODZ JODSFBTFT CZ BCPVU 75� XJUI SFTQFDU UP UIF QSFWJPVT BOBMZTJT XIFO VTJOH
UIF ,' QBDLBHF� य़JT TIPXT UIF QPXFS PG UIJT OFX SFDPOTUSVDUJPO NFUIPE BOE UIBU JG JU
XPVME CF BQQMJFE UP BMM EFDBZ DIBOOFMT JU PFST UIF PQQPSUVOJUZ UP JNQSPWF UIF NFBTVSF�
NFOU QSFDJTJPO� य़F TZTUFNBUJD VODFSUBJOUJFT BSF 1 − 2� IJHIFS UIBO GPS UIF QSFWJPVT
BOBMZTJT EVF UP UIF DBODFMMBUJPO PG DPSSFMBUFE VODFSUBJOUZ TPVSDFT XIFO BWFSBHJOH UIF
TFQBSBUF EFDBZ DIBOOFMT�
य़F SFTVMUT BSF BMTP DPNQBSFE UP B NPEFM CBTFE PO UIF GBDUPSJTBUJPO BQQSPBDI XIFSF UIF
IBESPO DSPTT TFDUJPO JT DBMDVMBUFE BT B DPOWPMVUJPO PG UIF QBSUPO EJTUSJCVUJPO GVODUJPOT
UIF QBSUPOJD DSPTT TFDUJPO BOE UIF GSBHNFOUBUJPO GVODUJPOT� य़JT JT EPOF JO B OFYU�UP�
MFBEJOH PSEFS 	/-0
 Q2$% DBMDVMBUJPO PCUBJOFE XJUI UIF 108)&( FWFOU HFOFSBUPS
<৻>� य़F UIFPSFUJDBM VODFSUBJOUJFT BSF FTUJNBUFE GSPN WBSJBUJPOT XJUI SFTQFDU UP UIF
DFOUSBM QSFEJDUJPO PG UIF GBDUPSJTBUJPO BOE SFOPSNBMJTBUJPO TDBMF µ' BOE µ3 JO UIF SBOHF
0.5µ0 < µ3,' < 2.0µ0 XJUI µ3 = µ' = µ0 =

√
m2 + p25� य़F NBTT PG UIF DIBSN RVBSL

JT TFU UP mD = 1.5(F7�c� 1:5)*" 6 JT VTFE GPS UIF QBSUPO TIPXFS HFOFSBUJPO XJUI UIF
QBSUPO EJTUSJCVUJPO GVODUJPOT $514/-0 <ৼ>� य़F OVDMFBS NPEJDBUJPOT PG UIF 1%'T JO
Qۗ1C DPMMJTJPOT BSF NPEFMMFE XJUI UIF &114 16 O1%' QBSBNFUSJTBUJPO <ৼ>� 6ODFSUBJOUJFT
PO UIFTF NPEJDBUJPOT BSF TNBMMFS UIBO UIF TDBMF VODFSUBJOUJFT� य़F DFOUSBM QSFEJDUJPO PG
UIF NPEFM VOEFSFTUJNBUFT UIF DSPTT TFDUJPO VQ UP B GBDUPS PG 14 BU p5 < 4(F7�c DPSSF�
TQPOEJOH UP B EFWJBUJPO PG VQ UP 8.5σ BOE JU VOEFSFTUJNBUFT UIF EBUB CZ BU MFBTU B GBDUPS
PG 3 BU p5 > 8(F7�c DPSSFTQPOEJOH UP B EFWJBUJPO PG 2.2σ� 4JODF UIF DSPTT TFDUJPO JT DBM�
DVMBUFE GSPN B DPOWPMVUJPO PG UIF BCPWF NFOUJPOFE UFSNT UIF JOWFTUJHBUJPO PG UIF DSPTT
TFDUJPO JT OPU FOPVHI UP ESBX B DPODMVTJPO BCPVU UIF PSJHJO PG UIJT EFWJBUJPO� य़JT JT
UIF SFBTPO XIZ UIF CBSZPO�UP�NFTPO SBUJP EFTDSJCFE JO UIF OFYU TFDUJPO JT BO JNQPSUBOU
RVBOUJUZ TJODF NPEFM JOHSFEJFOUT MJLF UIF QBSUPOJD DSPTT TFDUJPO DBODFM JO UIF SBUJP BOE
SFNBJOJOH BSF UIF GSBHNFOUBUJPO GSBDUJPOT PG UIF UXP TQFDJFT�
'VSUIFSNPSF B NFBTVSFNFOU PG UIF p5�JOUFHSBUFE DSPTT TFDUJPO XJMM CF VTFE UPHFUIFS
XJUI PUIFS DIBSN CBSZPOT BOE UIF % NFTPOT UP DBMDVMBUF UIF UPUBM DD̄ DSPTT TFDUJPO JO
Qۗ1C DPMMJTJPOT� 'PS UIF FWBMVBUJPO PG UIF UPUBM Λ+

D DSPTT TFDUJPO BU √s// = 5.025F7 JO
UIF QSFWJPVT BOBMZTJT UIF NFBTVSFE WJTJCMF DSPTT TFDUJPO XBT FYUSBQPMBUFE JO UIF SBOHF
p5 < 1(F7�c BOE p5 > 24(F7�c <ৼ৽> BOE SFQPSUFE UP CF�

EσΛ+
D

Q1C/Ey = 38.7± 2.7(TUBU.)± 4.2(TZTU.)± 1.4(MVNJ.)+4.4
−2.7(FYUSBQ.)NC. 	�ৼ
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य़F WJTJCMF Λ+
D DSPTT TFDUJPO JT DPNQVUFE BMTP JO UIJT BOBMZTJT CZ JOUFHSBUJOH PWFS p5 JO

UIF SBOHF 0 < p5 < 24(F7�c� "MM TPVSDFT PG TZTUFNBUJD VODFSUBJOUJFT BSF BTTVNFE UP
CF GVMMZ DPSSFMBUFE CFUXFFO UIF USBOTWFSTF NPNFOUVN JOUFSWBMT FYDFQU UIF VODFSUBJOUZ
PO UIF SBX�ZJFME FYUSBDUJPO XIJDI JT BTTVNFE UP CF GVMMZ VODPSSFMBUFE� य़F WJTJCMF Λ+

D

DSPTT TFDUJPO NFBTVSFE JO UIJT BOBMZTJT JO Qۗ1C DPMMJTJPOT BU √s// = 5.025F7 JO UIF
SBQJEJUZ JOUFSWBM −0.96 < y < 0.04 JT�

EσΛ+
D

Q1C/dy|0<p5<24(F7/c= 36.5± 2.4(TUBU.)± 4.2(TZTU.)± 1.4(MVNJ.)NC. 	�৽


य़F SFTVMU BHSFFT XJUIJO UIF VODFSUBJOUJFT XJUI UIF UPUBM p5�JOUFHSBUFE DSPTT TFDUJPO NFB�
TVSFE QSFWJPVTMZ� 8JUI B NFBTVSFNFOU JO UIF SBOHF 0 < p5 < 1(F7�c UIF FYUSBQPMBUJPO
VODFSUBJOUZ JT SFNPWFE XIJDI BMMPXT UP SFEVDF BMTP UIF VODFSUBJOUZ PO UIF UPUBM DD̄ DSPTT
TFDUJPO�

��� #BSZPO�UP�.FTPO 3BUJP

य़F CBSZPO�UP�NFTPO SBUJP JT TFOTJUJWF UP UIF IBESPOJTBUJPO QSPDFTT BOE UIVT UP UIF
DIBSN GSBHNFOUBUJPO GVODUJPO XIJDI JT UZQJDBMMZ UVOFE PO F+F− EBUB BOE BTTVNFE UP
CF UIF TBNF JOEFQFOEFOUMZ PG UIF DPMMJTJPO TZTUFN� य़F Λ+

D UP %0�NFTPO SBUJP JT DBM�
DVMBUFE CZ EJWJEJOH UIF p5�EJFSFOUJBM DSPTT TFDUJPOT PG UIF UXP QBSUJDMF TQFDJFT� य़F
%0 NFTPO DSPTT TFDUJPO JT UBLFO GSPN 3FG� <৽>� य़F VQQFS QBOFM PG 'JH��ৼ TIPXT B
DPNQBSJTPO PG UIF SFTVMU PCUBJOFE JO UIJT BOBMZTJT 	SFE NBSLFST
 UP UIF QSFWJPVTMZ PC�
UBJOFE SBUJP 	CMBDL NBSLFST
� य़F TPVSDFT PG VODFSUBJOUZ BTTVNFE UP CF VODPSSFMBUFE
JO UIF SBUJP CFUXFFO UIF Λ+

D BOE UIF %0 BOBMZTJT BSF UIF SBX ZJFME FYUSBDUJPO UIF #%5
QSPCBCJMJUZ TFMFDUJPO Fਖ਼DJFODZ UIF .$ p5 TIBQF UIF QBSUJDMF JEFOUJDBUJPO BOE UIF
CSBODIJOH SBUJP� य़F TPVSDFT BTTVNFE UP CF DPSSFMBUFE JODMVEF UIF USBDLJOH VODFSUBJOUZ
BOE UIF GFFE�EPXO TVCUSBDUJPO VODFSUBJOUZ� य़F VODPSSFMBUFE VODFSUBJOUJFT BSF TVNNFE
JO RVBESBUVSF BOE UIF GVMMZ DPSSFMBUFE VODFSUBJOUJFT QBSUJBMMZ DBODFM JO UIF SBUJP� य़F
SFTVMU PCUBJOFE JO UIJT BOBMZTJT BOE UIF Λ+

D /%0 SBUJP NFBTVSFE JO UIF BWFSBHF PG QSFWJ�
PVT BOBMZTFT BHSFF XJUIJO UIF VODFSUBJOUJFT� य़F CBSZPO�UP�NFTPO SBUJP TIPXT BO JO�
DSFBTJOH USFOE GPS p5 < 4(F7�c BOE B EFDSFBTJOH USFOE GPS p5 > 4(F7�c� य़F NBY�
JNVN WBMVF JT Λ+

D /%0 ≈ 0.6 BOE UIF TNBMMFTU SBUJP JT BQQSPYJNBUFMZ 0.3 BU MPX BOE
IJHI p5� य़F p5�JOUFHSBUFE SBUJP NFBTVSFE JO F+F− DPMMJTJPOT BU -&1 BU √s = 91.2(F7
JT Λ+

D /%0 = 0.113 ± 0.013(TUBU.) ± 0.006(TZTU.) <ৼ৽>� य़F JOUFHSBUFE Λ+
D /%0 SBUJP NFB�

TVSFE JO UIJT BOBMZTJT JO Qۗ1C DPMMJTJPOT BU√s// = 5.025F7 JO UIF USBOTWFSTFNPNFOUVN
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This Thesis

'JHVSF �ࢭ�ࢰ Λ+
D UP %0�NFTPO SBUJP� -Fॏ� .FBTVSFE JO Qۗ1C DPMMJTJPOT BU√

s// = 5.025F7 JO UIJT UIFTJT JT DPNQBSFE UP UIF BWFSBHF PG QSFWJPVT BOBM�
ZTFT <ৼ৽>� 3JHIU� 3BUJP JO Qۗ1C DPMMJTJPOT JO UIJT UIFTJT DPNQBSFE UP UIF SBUJP JO QQ

DPMMJTJPOT NFBTVSFE QSFWJPVTMZ BU √s = 5.025F7�
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SBOHF 0 < p5 < 24(F7�c JT�
(
Λ+

D
%0

)

Q1C
= 0.412± 0.030(TUBU.)± 0.045(TZTU.). 	�৾


य़VT BO FOIBODFNFOU CZ B GBDUPS PG ∼ 4 JT PCTFSWFE JO Qۗ1C DPNQBSFE UP F+F− DPMMJ�
TJPOT� य़F SFTVMU JOEJDBUFT UIBU UIF GSBHNFOUBUJPO PG DIBSN RVBSLT JOUP IBESPOT EFQFOET
PO UIF DPMMJTJPO TZTUFN BOE JU JT OPU B VOJWFSTBM QSPDFTT BT BTTVNFE JO UIF GBDUPSJTBUJPO
BQQSPBDI�
य़F MPXFS QBOFM PG 'JH� �ৼ TIPXT B DPNQBSJTPO PG UIF Λ+

D /%0 SBUJP PCUBJOFE JO UIJT BOBM�
ZTJT JO Qۗ1C DPMMJTJPOT BOE UIF BWFSBHF PG B QSFWJPVT BOBMZTFT JO QQ DPMMJTJPOT <ৼ৽>� य़F
SBUJP JO Qۗ1C DPMMJTJPOT FYIJCJUT B NBYJNVN JO UIF SBOHF 4− 6(F7�c� य़F NBYJNVN PG
UIF CBSZPO�UP�NFTPO SBUJP JO QQ DPMMJTJPOT TFFNT UP CF BU MPXFS USBOTWFSTFNPNFOUB� य़F
PCTFSWBUJPO DBO CF TFFO BT B IJOU UP DPMMFDUJWF FFDUT JO Qۗ1C DPMMJTJPOT CZ B GPSNBUJPO
PG 2(1 ESPQMFUT <৾> CFDBVTF IZESPEZOBNJDBM NPEFMT QSFEJDU B IBSEFOJOH PG p5 TQFD�
USB 	SBEJBM PX
 JO UIF QSFTFODF PG B NFEJVN EVF UP BO BEEJUJPOBM DPNNPO FYQBOTJPO
WFMPDJUZ <৽৻>� )PXFWFS UIJT JOUFSQSFUBUJPO JT TUJMM VOEFS EFCBUF�

��� /VDMFBS .PEJGJDBUJPO 'BDUPS

य़F OVDMFBS NPEJDBUJPO GBDUPS RQ1C PG UIF Λ+
D JO NJOJNVN�CJBT Qۗ1C DPMMJTJPOT JT EF�

OFE BT�
RQ1C =

EσQ1C/Ep5
A · EσQQ/Ep5

	�


XIFSF EσQ1C(QQ)/Ep5 BSF UIF p5� EJFSFOUJBM DSPTT TFDUJPOT JO Qۗ1C BOE QQ DPMMJTJPOT BU B
HJWFO DFOUSF�PG�NBTT FOFSHZ BOE A = 208 JT UIF MFBE NBTT OVNCFS� य़F SFGFSFODF DSPTT
TFDUJPO EσQQ/Ep5 JT NFBTVSFE JO QQ DPMMJTJPOT BU UIF TBNF DFOUSF�PG�NBTT FOFSHZ JO UIF
USBOTWFSTF NPNFOUVN SBOHF 1− 12(F7�c BQQMZJOH B DPSSFDUJPO GBDUPS GPS UIF EJFSFOU
SBQJEJUZ DPWFSBHF JO UIF QQ BOE Qۗ1C BOBMZTFT� *O UIF USBOTWFSTF NPNFOUVN JOUFSWBM
0 − 1(F7�c UIF QQ DSPTT TFDUJPO JT FYUSBQPMBUFE VTJOH 1:5)*" ਂ DBMDVMBUJPOT <ৼ৽>� य़F
OVDMFBS NPEJDBUJPO GBDUPS NFBTVSFE GPS Λ+

D JO UIJT BOBMZTJT JT TIPXO JO UIF MFॏ QBOFM
PG 'JH� �৽ JO UIF SBOHF 0 < p5 < 12(F7�c XJUI UIF SFE NBSLFST� *U JT DPNQBSFE UP
UIF OVDMFBS NPEJDBUJPO GBDUPS PG OPO�TUSBOHF % NFTPOT 	BWFSBHF PG %0 %+ %∗+ JO UIF
SBOHF 1 < p5 < 12(F7�c BOE %0 JO UIF SBOHF 0 − 1(F7�c
 <৽>� 'PS OPO TUSBOHF %
NFTPOT BO BHSFFNFOU PG UIF OVDMFBS NPEJDBUJPO GBDUPS XJUI VOJUZ XJUIJO UIF VODFSUBJO�
UJFT JT PCTFSWFE PWFS UIF GVMM p5 TQFDUSVN� 'PS Λ+

D CBSZPOT B TVQQSFTTJPO JT PCTFSWFE BU

৾



�৽� /6$-&"3 .0%*'*$"5*0/ '"$503

2 4 6 8 10 12
)c (GeV/

T
p

0
0.2
0.4
0.6
0.8

1
1.2
1.4
1.6
1.8

2

pP
b

R

)cΛwith CT14NLO+EPPS16 PDF (
POWHEG+PYTHIA6

POWLANG

2 4 6 8 10 12
)c (GeV/

T
p

0
0.2
0.4
0.6
0.8

1
1.2
1.4
1.6
1.8

2
pP

b
R This Thesis

 = 5.02 TeVNNsPb, −p

S
0 pK→ +

cΛ, +π
- pK→ +

cΛAverage 

 w/ KF0
S

 pK→ +
cΛ

JHEP 1912 (2019) 092, 2019
)*+, D+, D0D mesons (average D

 meson0D

'JHVSF �ࢮ�ࢰ /VDMFBS NPEJDBUJPO GBDUPS RQ1C GPS QSPNQU Λ+
D JO Qۗ1C DPMMJTJPOT BU√

s// = 5.025F7 JO UIF USBOTWFSTF NPNFOUVN SBOHF 0 < p5 < 12 (F7�c� -Fॏ�
$PNQBSJTPO UP OPO�TUSBOHF % NFTPOT <৽>� 3JHIU� $PNQBSJTPO PG UIF NFBTVSF�
NFOU VTJOH UIF ,'1BDLBHF BOE 9(#PPTU UP UIF BWFSBHF PG QSFWJPVT BOBMZTFT <ৼ৽>

BOE UP 108)&( � 1:5)*" 6 <৻> 108-"/( NPEFM DBMDVMBUJPOT <>�

p5 < 2(F7�c XIJMF BO FOIBODFNFOU JT TFFO JO UIF JOUFSNFEJBUF SBOHF GSPN 3 UP 8(F7�c
XJUI SFTQFDU UP QQ DPMMJTJPOT� य़F RQ1C EFWJBUFT GSPN VOJUZ CZ 4.6 σ JO 0 < p5 < 1(F7�c
BOE CZ 3.1 σ JO UIF SBOHF 1 < p5 < 2(F7�c XIFSF σ JT EFOFE BT UIF TUBUJTUJDBM BOE
UIF TZTUFNBUJD VODFSUBJOUJFT TVNNFE JO RVBESBUVSF� य़JT CFIBWJPVS JT DPOTJTUFOU XJUI
UIF PCTFSWBUJPO PG UIF TIJॏ PG UIF CBSZPO�UP�NFTPO SBUJP JO Qۗ1C DPMMJTJPOT UP IJHIFS p5
TIPXO JO UIF SJHIU QBOFM PG 'JH� �ৼ� य़F TVQQSFTTJPO BU MPX p5 BOE UIF FOIBODFNFOU
JO UIF JOUFSNFEJBUF USBOTWFSTF NPNFOUVN SBOHF XBT BMTP PCTFSWFE GPS TUSBOHF CBSZPOT
XJUI B TUSBOHFOFTT BOE NBTT PSEFSJOH <> BOE JU JT QSFEJDUFE CZ IZESPEZOBNJDBM NPE�
FMT BTTVNJOH SBEJBM PX FFDUT <ਁ>�
य़F SJHIU QBOFM PG 'JH� �৽ TIPXT UIF DPNQBSJTPO PG UIF FWBMVBUFE OVDMFBS NPEJDBUJPO
GBDUPS UP UIF BWFSBHF PG QSFWJPVT BOBMZTFT 	CMBDL NBSLFST
� "O BHSFFNFOU JT PCTFSWFE
JO UIF GVMM USBOTWFSTF NPNFOUVN TQFDUSVN XJUIJO UIF VODFSUBJOUJFT� *O BEEJUJPO UIF
NFBTVSFE RQ1C JT DPNQBSFE UP NPEFM DBMDVMBUJPOT� 0OF NPEFM DBMDVMBUJPO JT CBTFE PO
UIF 108)&( FWFOU HFOFSBUPS DPNCJOFE XJUI 1:5)*" 6 BT EFTDSJCFE JO TFDUJPO �৻� "M�
UIPVHI UIJT NPEFM VOEFSFTUJNBUFE UIFΛ+

D DSPTT TFDUJPO JO Qۗ1C DPMMJTJPOT JO UIF JOUFSNF�
EJBUF USBOTWFSTFNPNFOUVN SBOHF 4 < p5 < 8(F7�c UIF NFBTVSFE OVDMFBS NPEJDBUJPO
GBDUPS JT JO BHSFFNFOU XJUI UIJT NPEFM QSFEJDUJPO XJUIJO UIF VODFSUBJOUJFT� य़F SFBTPO
JT UIBU UIF NPEFM BMTP VOEFSFTUJNBUFT UIF QQ DSPTT TFDUJPO CZ BCPVU UIF TBNF GBDUPS <ৼ৽>�
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)PXFWFS UIF TIBQF PG UIF EJTUSJCVUJPO JT OPU EFTDSJCFE CZ UIJT NPEFM� " TFDPOE NPEFM JT
UIF 108-"/( NPEFM <>� *O UIJT NPEFM JOJUJBM�TUBUF FFDUT BSF UBLFO JOUP BDDPVOU GPS
UIF DD̄ QSPEVDUJPO� य़F TZTUFN JT FYQFDUFE UP UIFSNBMJTF WFSZ SBQJEMZ JOUP B EFDPOOFE
QIBTF TJNJMBS UP UIF 2(1 GPSNBUJPO JO 1Cۗ1C DPMMJTJPOT� य़F USBOTQPSU PG IFBWZ RVBSLT
JT UIFO USFBUFE JO B IZESPEZOBNJD BQQSPBDI CVU OP TQFDJD IBESPOJTBUJPO NFDIBOJTN
F�H� RVBSL SFDPNCJOBUJPO JT JNQMFNFOUFE JO UIF NPEFM� "MUIPVHI CPUI NPEFMT SFQSP�
EVDF GFBUVSFT PCTFSWFE JO EBUB UIFZ EP OPU TFFN UP SFQSPEVDF UIF USFOE JO UIF GVMM p5
TQFDUSVN�
"EEJUJPOBMMZ UIF JOUFHSBUFE OVDMFBS NPEJDBUJPO GBDUPS XBT DBMDVMBUFE JO UIJT BOBMZTJT
JO UIF SBOHF 0 < p5 < 12(F7�c GPS Qۗ1C DPMMJTJPOT BU √s// = 5.025F7�

RQ1C = 0.761± 0.063(TUBU.)± 0.109(TZTU.)+0.010
−0.013(FYUSBQ.). 	�


*G UIFSF XFSF OP NPEJDBUJPO JO Qۗ1C DPMMJTJPOT DPNQBSFE UP QQ DPMMJTJPOT UIF OVDMFBS
NPEJDBUJPO GBDUPS XPVME CF FYQFDUFE UP CF DPOTJTUFOU XJUI VOJUZ� य़F SFTVMU BHSFFT
XJUI UIJT IZQPUIFTJT XJUIJO 2σ� य़F VODFSUBJOUJFT BSF UPP MBSHF UP DMBJN B TJHOJDBOU
EFWJBUJPO GSPN VOJUZ BOE UP DPODMVEF PO B NPEJDBUJPO JO Qۗ1C DPMMJTJPOT DPNQBSFE UP
QQ DPMMJTJPOT� 4P GBS UIF JOUFHSBUFE SFGFSFODF DSPTT TFDUJPO JO QQ DPMMJTJPOT XBT PCUBJOFE
CZ VTJOH B NFBTVSFNFOU JO UIF SBOHF 1−12(F7�c BOE BO FYUSBQPMBUJPO BU p5 < 1(F7�c�
" NFBTVSFNFOU PG Λ+

D JO QQ DPMMJTJPOT BU √s = 5.025F7 XPVME CF EFTJSBCMF BOE XJMM CF
DBSSJFE PVU JO UIF GVUVSF UP FMJNJOBUF UIJT NPEFM EFQFOEFOU TPVSDF PG VODFSUBJOUZ�





� $PODMVTJPO BOE 0VUMPPL

य़F HPBM PG UIJT UIFTJT XBT UP BQQMZ OFX NFUIPET MJLF UIF ,'1BSUJDMF TPॏXBSF QBDLBHF
BOE NBDIJOF MFBSOJOH UP JNQSPWF BOE FYUFOE QIZTJDT NFBTVSFNFOUT JO B XBZ XIJDI JT
SFMFWBOU UP ESBX DPODMVTJPOT BCPVU UIF DIBSN RVBSL IBESPOJTBUJPO NFDIBOJTNT JO EJG�
GFSFOU DPMMJTJPO TZTUFNT PS UP VOEFSTUBOE IPX UIF QPTTJCMF QSFTFODF PG DPMMFDUJWF FFDUT
DPVME NPEJGZ UIF QSPEVDUJPO PG IFBWZ�BWPVS IBESPOT� *O UIJT UIFTJT UIF QSPEVDUJPO
DSPTT TFDUJPO PG UIF QSPNQU DIBSNFE CBSZPO Λ+

D → Q,0
4 BOE JUT DIBSHF�DPOKVHBUF XBT

NFBTVSFE BU NJESBQJEJUZ JO Qۗ1C DPMMJTJPOT BU √s// = 5.025F7 JO UIF USBOTWFSTF NP�
NFOUVN SBOHF 0 < p5 < 24 (F7�c XJUI UIF "-*$& EFUFDUPS BU UIF -)$� य़BOLT UP UIF
SFDPOTUSVDUJPO XJUI UIF ,'1BSUJDMF QBDLBHF JU XBT QPTTJCMF UP QFSGPSN UIF STU NFBTVSF�
NFOU PG UIF Λ+

D DSPTT TFDUJPO EPXO UP p5 = 0 BOE UP FYUSBDU B TJHOBM XJUI 75� IJHIFS
Fਖ਼DJFODZ DPNQBSFE UP UIF QSFWJPVT BOBMZTJT� य़F DPNQBSJTPO PG UIF SFTVMUT UP UIF QSF�
WJPVTMZ NFBTVSFE BWFSBHF PG Λ+

D → Q,0
4 BOE Λ+

D → Q,−π+ TIPXT B HPPE BHSFFNFOU JO
UIF GVMM p5 TQFDUSVN� *O UIJT BOBMZTJT BMTP UIF JOUFHSBUFE Λ+

D DSPTT TFDUJPO JO UIF SBOHF
0 < p5 < 24(F7�c JT SFQPSUFE BOE JO BHSFFNFOU XJUI UIF UPUBM QSFWJPVTMZ PCUBJOFE
DSPTT TFDUJPO� य़F VODFSUBJOUZ PO UIF JOUFHSBUFE DSPTT TFDUJPO XBT SFEVDFE TJODF B NFB�
TVSFNFOU XBT QFSGPSNFE JO UIF SBOHF 0 < p5 < 1(F7�c BOE OP FYUSBQPMBUJPO CBTFE PO
UIFPSFUJDBM NPEFMT XBT OFDFTTBSZ GPS p5 < 1(F7�c�
" DPNQBSJTPO PG UIF p5�EJFSFOUJBM Λ+

D DSPTT TFDUJPO BOE UIF /-0 Q2$% NPEFM DBMDVMB�
UJPO PCUBJOFE XJUI UIF 108)&( FWFOU HFOFSBUPS VTFE XJUI 1:5)*" 6 TIPXT UIBU UIF
NPEFM VOEFSFTUJNBUFT UIF EBUB CZ B GBDUPS PG VQ UP 14 BU p5 < 4(F7�c� *O UIJT NPEFM UIF
DIBSN GSBHNFOUBUJPO GVODUJPOT BSF UVOFE PO EBUB GSPN F+F− DPMMJTJPOT TJODF UIFZ BSF BT�
TVNFE UP CF VOJWFSTBM GPS BMM DPMMJTJPO TZTUFNT� *O PSEFS UP ESBX B DPODMVTJPO BCPVU UIF
VOJWFSTBMJUZ PG UIF GSBHNFOUBUJPO GVODUJPOT UIF CBSZPO�UP�NFTPO SBUJP XBT PCUBJOFE�
'PS UIF STU UJNF JO "-*$& UIJT NFBTVSFNFOU XBT QFSGPSNFE EPXO UP p5 = 0 BOE TIPXT
B HPPE BHSFFNFOU XJUI UIF QSFWJPVT BOBMZTJT XJUIJO UIF VODFSUBJOUJFT GPS p5 > 1(F7�c�
य़FΛ+

D /%0 SBUJP SFBDIFT BNBYJNVNPG≈ 0.6 JO UIF SBOHF 3 < p5 < 5(F7�c BOE JT≈ 0.3

BU p5 < 1(F7�c BOE p5 > 8(F7�c� य़F p5 JOUFHSBUFE SBUJP JT FOIBODFE CZ B GBDUPS PG∼ 4

DPNQBSFE UP F+F− DPMMJTJPOT BU -&1 BU√s = 91.2(F7 JOEJDBUJOH UIBU UIF GSBHNFOUBUJPO
PG DIBSN RVBSLT JOUP IBESPOT JT OPU VOJWFSTBM GPS BMM DPMMJTJPO TZTUFNT� 'VSUIFSNPSF B
DPNQBSJTPO PG UIF CBSZPO�UP�NFTPO SBUJP JO QQ BOE Qۗ1C DPMMJTJPOT TIPXFE UIBU GPS UIF
MB॒FS UIF EJTUSJCVUJPO JT TIJॏFE UP IJHIFS USBOTWFSTF NPNFOUB XIJDI DBO CF TFFO BT B
IJOU UP SBEJBM PX QSFEJDUFE JO UIF QSFTFODF PG B NFEJVN CZ IZESPEZOBNJDBM NPEFMT�

ਁ
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'JOBMMZ BMTP UIF OVDMFBS NPEJDBUJPO GBDUPSRQ1C PG UIFΛ+
D JO Qۗ1C DPMMJTJPOT JT NFBTVSFE

JO UIF SBOHF 0− 12(F7�c� य़F OVDMFBS NPEJDBUJPO BHSFFT XJUI VOJUZ GPS p5 > 2(F7�c
XJUIJO UIF VODFSUBJOUJFT� )PXFWFS UIF JOUFSWBM 0− 2(F7�c B EFWJBUJPO PG VQ UP 4.6σ JT
PCTFSWFE TVHHFTUJOH B TVQQSFTTFEΛ+

D QSPEVDUJPO JO Qۗ1C DPNQBSFE UP QQ DPMMJTJPOT BOE
BO FOIBODFNFOU JT PCTFSWFE BU JOUFSNFEJBUF p5� य़JT JT NPTUMZ ESJWFO CZ UIF PCTFSWBUJPO
PG UIF IBSEFOJOH PG p5 TQFDUSB JO Qۗ1C DPMMJTJPOT DPNQBSFE UP QQ DPMMJTJPOT�
4JODF UIF Λ+

D DSPTT TFDUJPO XBT OPU NFBTVSFE JO QQ DPMMJTJPOT JO UIF SBOHF 0 < p5 <

1(F7�c BO FYUSBQPMBUFE WBMVF XBT VTFE GPS UIF DBMDVMBUJPO PG UIF OVDMFBS NPEJDBUJPO
GBDUPS� य़VT UIF FWBMVBUJPO PG UIF DSPTT TFDUJPO JO QQ DPMMJTJPOT BU USBOTWFSTF NPNFOUB
CFMPX 1(F7�c XPVME CF EFTJSBCMF BOE XJMM CF DBSSJFE PVU JO UIF GVUVSF�
य़F JODSFBTF JO TJHOBM FYUSBDUJPO JO UIJT NFBTVSFNFOU VTJOH UIF ,'1BSUJDMF QBDLBHF
HJWFT IPQF GPS PUIFS BOBMZTFT XJUI B NPSF DPNQMFY EFDBZ DIBJO MJLF UIF Ω0

D PS Ξ+
D UIBU

BSF DVSSFOUMZ TUVEJFE UP FYUSBDU B TJHOBM XJUI B HPPE NBTT SFTPMVUJPO� &TQFDJBMMZ GPS
UIF SFDPOTUSVDUJPO PG QBSUJDMFT XJUI B MPOH EFDBZ DIBJO MJLF UIF Ξ++

DD  UIF ,' 1BSUJDMF
XJMM CF BO FYUSFNFMZ QPXFSGVM UPPM UP PCUBJO B TJHOBM GPS B SBSF EFDBZ XJUI B MBSHF CBDL�
HSPVOE� "EEJUJPOBMMZ UIF WFSUFYJOH DBQBCJMJUJFT PG UIF ,'1BSUJDMF DBO CF FYQMPJUFE UP
BMTP SFDPOTUSVDU OPO�QSPNQU Λ+

D  NPTUMZ DPNJOH GSPN UIF EFDBZ PG Λ0
C CBSZPOT� $PO�

TFRVFOUMZ UPHFUIFS XJUI UIF NBDIJOF MFBSOJOH PQQPSUVOJUJFT QSPWJEFE CZ 9(#PPTU BO
JOEJSFDU TUVEZ PG CFBVUZ IBESPO QSPEVDUJPO XPVME CF QPTTJCMF�

ਂ
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"-*$& " -BSHF *PO $PMMJEFS &YQFSJNFOU
"6$ "SFB 6OEFS UIF 30$ $VSWF
#%5 #PPTUFE %FDJTJPO 5SFF
$&3/ &VSPQFBO 0SHBOJTBUJPO GPS /VDMFBS 3FTFBSDI
%$BM %J�KFU $BMPSJNFUFS
&.$BM &MFDUSPNBHOFUJD $BMPSJNFUFS
'.% 'PSXBSE .VMUJQMJDJUZ %FUFDUPS
'0/-- 'JYFE�0SEFS�/FYU�UP�-FBEJOH�-PH
'13 'BMTF 1PTJUJWF 3BUF
)' )FBWZ 'MBWPVS
).1*% )JHI .PNFOUVN 1BSUJDMF *EFOUJDBUJPO %FUFDUPS
*54 *OOFS 5SBDLJOH 4ZTUFN
-&1 -BSHF &MFDUSPO�1PTJUSPO $PMMJEFS
-)$ -BSHF )BESPO $PMMJEFS
-2$% -B॒JDFफ़BOUVN $ISPNPEZOBNJDT
.# .JOJNVN #JBT
.$ .POUF $BSMP
.- .BDIJOF -FBSOJOH
1" 1PJOUJOH "OHMF
1%' 1BSUPO %JTUSJCVUJPO 'VODUJPO
1%( 1BSUJDMF %BUB (SPVQ
1)04 1IPUPO 4QFDUSPNFUFS
1*% 1BSUJDMF *EFOUJDBUJPO
1.% 1IPUPO .VMUJQMJDJUZ %FUFDUPS
Q2$% QFSUVSCBUJWFफ़BOUVN $ISPNPEZOBNJDT
2$% फ़BOUVN $ISPNPEZOBNJDT
2(1 फ़BSL�(MVPO 1MBTNB
3.4 3PPU .FBO 4RVBSF
3.4& 3PPU�.FBO�4RVBSF &SSPS
30$ 3FDFJWFS 0QFSBUJOH $IBSBDUFSJTUJDT
50' 5JNF�0G�'MJHIU EFUFDUPS
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<৻> &FNFMJ "OOBMB FU BM� &WJEFODF GPS RVBSL�NBࡇFS DPSFT JO NBTTJWF OFVUSPO TUBST� /B�
UVSF 1IZTJDT �ਃࢱࢬ 	ৼ৺ৼ৺
 ਃ৺ਁۗਃ৻৺� ४ॵ९� RyXRyj3fb9R8ed@yky@yNR9@N�

<ৼ> 'SBO[ .BOEM BOE (SBIBN 4IBXBOUVNࡊ टFME UIFPSZ� +PIO 8JMFZ � 4POT ৼ৺৻৺�

<৽> 4JFHGSJFE #FUILF &YQFSJNFOUBM UFTUT PG BTZNQUPUJD GSFFEPN� 1SPHSFTT JO QBSUJDMF BOE
/VDMFBS 1IZTJDT �ৼࢳࢰ 	ৼ৺৺ਁ
 ৽৻ۗ৽ਂ� ४ॵ९� RyXRyRefDXTTMTXkyyeXyeXyyR�

<৾> 1BSUJDMF %BUB (SPVQ FU BM� 3FWJFX PG QBSUJDMF QIZTJDT� 1SPHSFTT PG य़FPSFUJDBM BOE
&YQFSJNFOUBM 1IZTJDT ਂ�ࢫࢭࢫࢭ 	ৼ৺ৼ৺
 ৻ۗৼ৺ਃ৽� ४ॵ९� RyXRyNjfTi2TfTi��Ry9�

<> /JDPMB $BCJCCP BOE (JPSHJP 1BSJTJ &YQPOFOUJBM IBESPOJD TQFDUSVN BOE RVBSL MJC�
FSBUJPO� 1IZTJDT -F॒FST # ৻�ࢴࢰ 	৻ਃਁ
 ਁۗਃ�

<> (JOFT .BSUJOF[ "EWBODFT JO RVBSL HMVPO QMBTNB 	ৼ৺৻৽
�

<ਁ> 'SJUIKPG ,BSTDI BOE &EXJO -BFSNBOO ۠य़FSNPEZOBNJDT BOE JO�NFEJVN IBESPO
QSPQFSUJFT GSPN MB॒JDF 2$%�ۡ *O� MVPO)ڝBSLࡊ 1MBTNB ࣚ� 8PSME 4DJFOUJD ৼ৺৺৾
৻ۗਃ� ४ॵ९� RyXRR9kfNd3N3RkdN88jjnyyyR�

<ਂ> (PSEPO #BZN FU BM� 'SPN IBESPOT UP RVBSLT JO OFVUSPO TUBST� B SFWJFX� 3FQPSUT PO
1SPHSFTT JO 1IZTJDT �ࢬࢳ 	ৼ৺৻ਂ
� ४ॵ९� RyXRy33fRjeR@eejjf���2R9�

<ਃ> .BSL ( "MGPSE FU BM� $PMPS TVQFSDPOEVDUJWJUZ JO EFOTF RVBSL NBࡇFS� 3FWJFXT PG
.PEFSO 1IZTJDT ৾�ࢫࢳ 	ৼ৺৺ਂ
 ৻৾ۗ৻৻� ४ॵ९� RyXRRyjf_2pJQ/S?vbX3yXR988�
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