1.4 Biergliser und Bierfisser (25 Punkte)

a) (10 Punkte) Wie grof ist der Fehler der Bestimmung des Volumens eines zylindrischen Bierglases aus
jeweils fehlerbehafteten Messungen von Durchmesser und Hohe des Glases?

b)

(*) (15 Punkte) Der ehrliche Wirt schenkt das Bier aus einem 50 Liter Fass in identischen Halbli-
terglidsern mit Durchmessern von 10 cm aus. Dabei gelingt es ihm leider nur, die Fiillhéhe mit einer
Genauigkeit von 5% (Sigma einer Normalverteilung), jedoch mit dem korrekten Mittelwert hinzube-
kommen. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass das Fass bereits nach 95 bzw. 90 Glédsern leer ist?
Mit welcher Wahrscheinlichkeit zapft der gute Mann hingegen 105 oder gar 110 Gléser aus einem 50
Liter Fass?

Losung:

a)

Annahme, dass systematische Fehler ausgeschlossen werden kénnen, Gaufische Fehlerfortpflanzung.
Mit Durchmesser D, Hohe h und den Unsicherheiten der Einzelmessungen (Standardabweichung)
AD, Ah:

AV = \/(g‘l;AD)? + (%‘;Ah)? = \/(Z -2Dh- AD)? + (% - D2 Ah)?

Ein typischer Maflkrug (Eichstrich bei 11) hat einen Innendurchmesser von 8,5cm und eine In-
nenhoéhe von 19 cm. Unter der Annahme, dass die Innenwand keine Unebenheiten aufweist und die
Unsicherheit beim Ablesen 0.5 mm betrégt, ergibt dies einen Fehler von

AV =13-10731

Ansatz: Jeder Zapfvorgang ist eine Einzelmessung mit einem Fehler von AV = 5%=0.0251. Drei
Vorschlége zur Losung:

e Berechne das gezapfte Volumen nach 100 Glésern und dessen Verteilung:

100

Vges = Z VGlas =501
i=1
00 oy
AVpes = D (5E5-AV)2 = /100 (AV)2 =10 AV = 0.251

" OVGlas,i
=1

Wenn man beide Seiten durch die Anzahl Gléser teilt, erhéilt man den Fehler des Mittelwerts,
der mit ﬁ kleiner wird.

Um nach 90 Glisern leer gezapft zu haben, muss ein Glas im Mittel 501/90 = 0.51 enthalten.
Nach 100 Glidsern hitte der Wirt also 55.61 gezapft. Das entspricht einer Abweichung von
05.'26511 = 22.40. Die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens diese Menge (pro Glas) gezapft wurde,
entspricht der Fliche unter der Normalverteilung von 22.40 bis +00: pgg = 2- 107111 =~ 0.
Ebenso: 95 Gliser, 10.50, pos =2 4.3 - 1072 ~ 0.

Symmetrisch: pigs = 4.3 - 10724, p11o =2 2- 107111,

Die Wahrscheinlichkeit, nur ein halbes Glas (0.251) abzuweichen liegt bei 1o, betrigt also 16 %.
Hier wird deutlich, wie wichtig die Hohe des Eichstrichs an den Glésern ist...

Natiirlich dndert sich der Fehler der Gesamtmessung fiir 90, 95, 105 und 110 Gléser mit der
Wurzel der Anzahl der Einzelmessungen/Gléser. Dies wurde hier vernachléssigt.

e Alternativ, aber ebenso ungenau, iiber die Anzahl Gléser:

N= s
VGlas,mittcl
mit dem Volumen des Fasses Vgags und dem mittleren gezapften Volumen Vgias mittel. Der
Knackpunkt ist hier nun, dass Vigias mittes Dach N Zapfungen einen anderen Fehler hat, als das
Volumen einer einzelnen Zapfung (Fehler des Mittelwerts vs. Fehler der Einzelmessung). Hier
muss der Fehler des Mittelwerts verwendet werden: AVgias mittel = Avi\/%“ = 0.00251. Also:

ON VFass
AN = ———— AVGlas.mittel )2 = —=5——— - 0.00251 = 0.5
\/( a‘/Glas,rnittel fasmitt 1) Vélas,mittel

95 und 105 Gléser liegen also 100 entfernt vom Erwartungswert fiir NV, 90 und 110 Glaaser
sogar 200. Zahlenergebnisse dhnlich oben.



e Priziser formulierte Variante: Dieser Rechenweg ist der mathematisch korrekte. Allerdings ist
der eigentliche Zweck der Aufgabe, die Fehlerfortpflanzung korrekt anzuwenden. Da die obigen
Ergebnisse zumindest ,,dhnlich“ sind, konnen wir hier beides gelten lassen. Die Abweichungen
ergeben sich, da in den ersten beiden Varianten die Abhéingigkeit des Fehlers des Mittelwerts
von der Anzahl der Zapfungen vernachlissigt wurde.

— Fiir unabhéngig identisch verteilte (insbes. unabhéngig gaufiverteilte) Variablen X; ~
N (p,0?) gilt:
* Der Erwartungswert (oder auch Mittelwert) der Summe ist gleich der Summe der
Erwartungswerte:

E (Z Xi) = ZE(Xz‘) oder <Z Xi) = ZN(Xi)

Siehehttp://de.wikipedia.org/wiki/Erwartungswert#Ervartungswert_der_Sumne_
von_n_Zufallsvariablen

x Die Varianz der Summe ist gleich der Summe der Varianzen:

Var (Z Xi) = ZVar(Xi) oder o2 (Z)Q) = 202(XZ-)
i=1 i=1 i=1 i=1

Siehehttp://de.wikipedia.org/wiki/Varianz_(Stochastik)#Varianz_von_Summéen_
von_Zufallsvariablen
Das ergibt sich in der ersten Losung quasi auch aus der Fehlerfortpflanzung.
Das heifit, die Summe {iber alle X; ist ebenfalls gauflverteilt, mit Erwartungswert nyu und
Varianz no?: Y1 | X; ~ N (ny, no?)
— Damit kann man nun fiir jede gesuchte Anzahl n an Variablen X; mit identischen p und
o? die Verteilung der Summe Y ;" | X; berechnen:

fla) = e T
xXr) = e 2no
2mno?

— Ersetzt man nun X; durch eine Glasfiillung Vgias,; und Z?:l X; durch das gezapfte Volu-
men Vs, so entspricht die Wahrscheinlichkeit, bei n Zapfvorgéingen mindestens Vg Liter
gezapft zu haben, der Fliche unter der Verteilung von Vges bis 4+o0. (D.h. das Fass ist
nach n Zapfvorgingen auf jeden Fall leer.) Also:

T 2ne? dx

o 1
n) = —e
p(n) /vges V2mno?

Man erhélt also fiir jedes n eine andere
Verteilung mit jeweils unterschiedlichen Mit-
telwerten und Varianzen/Standardabweichun-
gen. Grafisches Beispiel siehe rechts.

— Fiir n = 90 und Ve = 501

> 1 _ (2-90:0.51)2
p(n = 90) = e 290002502 Jpr — 5 8§ . 10799 ~0
501 /27 - 90 - (0.0251)2
und
p(n=95) = 53.-100® ~0
p(n=105) = 84-1072~0 Integral von — oo bis 501
p(n=110) = 23 1078 ~ 0

Man erkennt auch, dass die Wahrscheinlichkeiten aufgrund der unterschiedlichen n’s nicht
symmetrisch zu 100 Glasern sind.
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